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Vorwort 



Die Jahres tagung 1973 der Deutschen Gesellschaft für 
Operations Research fand vom 19. bis 21 .September in 
Karlsruhe statt. Die Tagung wurde von über 300 Teil- 
nehmern aus dem In-und Ausland besucht. Die Anzahl der 
eingereichten Vorträge gab Anlaß, die Tagung in jeweils 
4 Parallelveranstaltungen durchzuführen. So enthält dieser 
Proceedings -Band 73 Vorträge bzw. Abstracts von Vorträgen. 

Es entsprach den Absichten des Programmkomitees ^ , den Tagungs- 
teilnehmern einen Überblick Über die Gebiete des Operations 
Research zu geben, auf denen in den letzten Jahren in 
größerem Umfang neue Ergebnisse und Entwicklungen zutage 
getreten sind. So findet man in dem Band die folgenden 
Übersichtsvorträge : 

Feichtinger, G.: OR-Modelle sozio-demographischer Prozesse 
Feilmeier ,M. : Simulation und Informatik 
Kaerkes, R. : Netzplantheorie 

Kosmol, P. : Optimierung in funktionalanalytischer Sicht 
Krafft,0.: Geometrisches Optimieren -eine Übersicht 
Neumann, K. und Gessner ,P. : Dynamische Optimierung und ihre 
Weiterentwicklung 

Seibt,D.: Analyse- und Optimierungsverfahren für Hard-und 
Software 

Zimmermann, H.-J.: Neuere Entwicklung auf dem Gebiet der 
stochastischen Programmierung 

Da viele Tagungsteilnehmer in derartigen Übersichtsvorträgen 
eine Möglichkeit sehen, sich über neue Entwicklungen im 
Operations Research schnell zu informieren, ist beabsichtigt, 
diese Vortragsform für künftige Tagungen beizubehalten. 

T| 

Mitglieder: R.Henn, Vorsitzender; P. Gessner, H.Müller-Merbach 
K. Neumann, J. Rosenmüller, Ch. Schneeweiß, P. Stahlknecht , 

V. Steinecke, H.J.Todt, K.G .Wallmann, H.-J. Zimmermann 
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Das Spektrum der Beiträge läßt erkennen, daß es zu einer 
wünschenswerten wechselseitigen Beeinflussung gekommen ist 
zwischen Autoren, die sich mit konkreten Fragestellungen 
in der Industrie oder auch im Bereich der Administration 
beschäftigen und Autoren, die an Grundlagenuntersuchungen 
oder der Entwicklung neuer Methoden arbeiten. 

Unser besonderer Dank gilt dem Physica Verlag für die Zu- 
sammenarbeit und Unterstützung bei der Herausgabe dieses 
Ergebnisbandes . 



Karlsruhe/Frankfurt im Januar 1974 
P. Gessner, R. Henn, V. Steinecke, H. Todt. 
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Neuere Entwicklungen Im Operations Research 1 ) 

R. Heim, Karlsruhe 



Einleitung 

Ein Versuch, über gegenwärtige Entwicklungen in einem Wissenschafts- 
gebiet zu berichten, stößt auf eine Reihe von Schwierigkeiten. So 
ist es unmöglich und darum auch nicht die Absicht dieses Berichtes, 
eine Zusammenstellung aller Neuentwicklungen und wichtigen Resul- 
tate zu geben oder auch nur eine Auswahl zu treffen, die frei von 
subjektiven Einflüssen ist. Es sollen lediglich zwei Aspekte deut- 
lich gemacht werden: Zum ersten spielen neue Entwicklungen auf dem 
Gebiet der verwendeten Methoden, d.h. also hier der mathematischen 
Grundlagen eine bedeutende Rolle/ zum zweiten sind neue Anwendungs- 
gebiete den Methoden des Operations Research zugänglich gemacht 
worden. Es soll der Versuch unternommen werden an Hand von vier 
Problemkreisen, in die das Operations Research in den letzten 
Jahren Zugang gefunden hat, auch neue Trends in den Methoden aufzu- 
zeigen. Die Auswahl dieser vier Gebiete ist nicht zufällig. Es 
wurden solche Bereiche gewählt, die größere Gruppen der Gesell- 
schaft bzw. die ganze Gesellschaft angehen. 



1 . Die kommunale Finanzplanung 

Als erstes sei die kommunale Finanzplanung genannt. Wir erinnern 
daran, daß Zweidrittel der gesamten Öffentlichen Investitionen von 
den Städten und Gemeinden durchgeführt werden. Die generelle 
Frage, die sich der Haushaltsausschuss einer Stadt jedes Jahr zu 



1) Ich danke meinen Kollegen G. BOL, B. GOLDSTEIN, P. KOSMOL, 

E. KRUG und 0. MOESCHLIN für ihre hilfreichen Diskussionsbei- 
träge, die die vorliegende Gestalt des Vortrages maßgeblich 
beeinflusst haben. 
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stellen hat, lautet: Welche Elemente aus der Menge aller in Frage 
stehenden Projekte wie Schulen, Strassenbau, Krankenhäuser etc. 
ausgewählt werden, d.h. in den Haushaltplan auf genommen werden 
sollen. 

Es stellt sich das folgende ganzzahlige Optimierungsproblem 
(1-1) max { ux | Ax £ b , x^e{o,l}} 

Darin kennzeichnen die Komponenten des Vektors x, die die Werte 1 
oder 0 annehmen, ob ein Projekt verwirklicht werden soll oder 
nicht. Die Restriktionen Ax < b ergeben sich aus den mannigfachen 
Beschränkungen der kommunalen Finanzplanung, also aus der oberen 
möglicherweise aber auch unteren Budge tgrenze , aus Darlehens- 
beschränkungen, aus der Grenze der Folgekostenbelastung künf- 
tiger Haushalte sowie aus der Beschränkung der Auftragserteilung 
an einzelne Gewerbe zweige. Bei der Zielfunktion f (x) = u*x handelt 
es sich um eine Nutzenfunktion, wobei der Vektor u die Nutzen- 
schätzung für jedes diskutierte Projekt angibt. Dieser Vektor u 
kann aus Nutzen- Kos ten- Analysen abgeleitet sein oder mit Hilfe 
einer Punktwahl ' festgestellt werden . 

Formal handelt es sich um ein sogenanntes Rucksackproblem mit 
mehreren Beschränkungen . 

Das Problem kompliziert sich, wenn man im Rahmen der mittelfris- 
tigen Finanzplanung Investitionsprogramme für mehrere Jahre er- 
stellt. Formale Bedingungen müssen dann in das Linearprogramm 
eingeführt werden , um s icher zustellen , daß der Fertigstellung 
eines Projektes die Inbetriebnahme , und zwar ohne Verzug , folgen 
kann, daß voneinander abhängige Projekte zeitlich synchroni s iert 
werden , und daß von zur Auswahl stehenden Al t ernat i ven höchstens 
eine realisiert wird. 

Die Lösung gelingt auch beim dynamischen Problem durch Branch 
and Bound- Verfahren , den Balas-Algorithmus oder durch Auswertung 
der Bel lmanschen Funktionalgleichung . Sieht man von der Lösung 

2) Jeder Gemeinderat erhält eine bestimmte Anzahl von Punkten , 
z.B. 1000 Punkte , die er auf die ausführlich beschriebenen 
Projekte nach ihrer Dringlichkeit verteilt. Die Komponenten 
u ± werden schließlich durch Summation ermittelt. 
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von Schulbeispielen ab, dann kann eine mittelfristige Finanz- 
planung einer Stadt von z.B. 100 000 Einwohnern wegen der Bean- 
spruchung von Rechenzeiten und Speicherplätzen nur noch mit Nähe- 
rungsverfahren gelöst werden. In SEILER [9] sind solche heuristi- 
sche Verfahren entwickelt und beschrieben worden? dort wird auch 
ein Überblick über Probleme der kommunalen Finanzplanung gegeben. 



2. Die Zuverlässigkeitstheorie 

Eine weitere Fragestellung! bei der Operations-Research-Methoden 
Anwendung gefunden haben, hat man in der Planung von Kernkraft- 
werken und allgemein von Maschinenaggregaten , bei denen 
eine hohe Zuverlässigkeit verlangt werden muß. (vgl. auch W. 

HÄFELE [5]). Es ist seit einigen Jahren bekannt, daß die Energie- 
versorgung - zumindest langfristig - nur von Kernkraftwerken in 
der nachgefragten Menge gewährleistet werden kann. Sowohl bei der 
Errichtung solcher Kraftwerke, wie auch bei der Entwicklung lei- 
stungsfähiger Reaktortypen - z.B. das Projekt "schneller Brüter" - 
hat man als zentrales Problem, ein Höchstmaß an Betriebssicherheit 
bei vertretbaren Kosten sicherzustellen. Dabei ergibt sich zunächst 
das grundsätzliche Problem, einen Begriffsapparat für die quanti- 
tative Erfassung der " Zuverlässigkeit" eines Systems zu erstellen. 
Diese Aufgabe wird in der Zuverlässigkeitstheorie behandelt. Zur 
exakten Definition von anschaulichen Begriffen wie Zuverlässig- 
keit, Qualität, Lebensdauer bzw. Ausfallfreiheit sind die Wahr- 
scheinlichkeitstheorie und die Statistik, insbesondere die Theorie 
stochastischer Prozesse grundlegend. 

Im allgemeinen interpretiert man den zeitlichen Verlauf beim Be- 
trieb eines Systems durch einen stochastischen Prozess mit 

zwei Zuständen, nämlich dem Zustand "funktioniert" (1) und dem 

3) 

Zustand "ausgefallen" (0) . Dementsprechend erhält man für die 

Lebensdauer des Systems eine Wahrscheinlichkeitsverteilung L(t). 



3) (0) ist dabei ein absorbierender Zustand, 
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Geht man davon aus, daß das Verhalten des Systems nicht von der 
Vorgeschichte abhängt,,, d.h. die Wahrscheinlichkeit, daß das 
System im Zeitpunkt t funktioniert unter der Bedingung, daß das 

System im Zeitpunkt t 0 <, t funktioniert hat, ist gleich der Wahr- 
scheinlichkeit, daß das System im Zeitpunkt t-t funktioniert: 

(2.11 P(X fc = 1 | X t = 1) = P(X t _ t =1), 

o o 

so ergibt sich eine Exponentialverteilung für die Lebensdauer: 

(2.2) L(t) = Xe -Xt . 

X heißt hier die Ausfallrate des Systems. 

Die Zuverlässigkeit Z (t) des Systems ist dann definiert als die 
Wahrscheinlichkeit dafür, daß das System im Zeitraum [o,t] ar- 
beitet, d.h. daß die Lebensdauer größer als t ist: 

oo 

(2.3) Z(t) = / L(T)dx. 

t 

Für exponentialverteilte Lebensdauer ergibt sich: 

(2.4) Z(t) = f Xe -XT dT = e" Xt . 

t 

Zur Bestimmung der Zuverlässigkeit eines komplexen Systems wählt 
man eine Zerlegung in stochastisch unabhängige Teilsysteme, deren 
Zuverlässigkeit bekannt ist, und berechnet daraus die Zuverlässig- 
keit des Gesamtsystems. Dabei sind Methoden der Graphentheorie, 
der Booleschen Algebra und der Mathematischen Logik von großem 
Nutzen. 

In der Praxis liegen zwei Grundtypen von Aufgaben vor: 

(1) Es ist die Zuverlässigkeit eines Systems zu maximieren, so 
daß die Kosten (für die Entwicklung und Erstellung) des 
Systems kleiner oder gleich einer oberen Schranke sind. 

(2) Es sind die Kosten eines Systems bei vorgegebener Zuverläs- 
sigkeit für das System zu minimieren. 

Die Problemstellung vom Typ (1) führt dann beispielsweise dazu, 
daß die Zuverlässigkeit für die einzelnen Teilsysteme (Moduln) 
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maximiert werden muß, d.h. man hat für jeden Modul die Zuverläs- 
sigkeit der Elemente sowie die Anzahl der parallel geschalteten 
Elemente so festzulegen, daß die Zuverlässigkeit des Systems ma- 
ximal wird. Sei die Zuverlässigkeit des Systems für eine gegebene 
Anordnung der Moduln 1 , . . . ,n im System gegeben durch 

(2.5) ^(d 1 ,...,d n ) - *(r 1 (d 1 ),...,r n (d n >), 

wobei r^(d^) die Zuverlässigkeit von Modul i bei den Kosten d^ 
ist, so erhält man ein Optimierungsproblem von der Form 

(2.6) Maximiere ♦ (d.j , . . . ,d ß ) 
unter der Nebenbedingung 

? d, < K. 
i=1 1 

Dieses Optimierungsproblem kann mit Hilfe der dynamischen Pro- 
grammierung gelöst werden (vgl. W. EBERLE [ 2 ]). 

Im Rahmen des zweiten Aufgabentyps ergibt sich als wichtiger Punkt 
die Überprüfung einzelner Komponenten des Systems, ob sie den ge- 
forderten Zuverlässigkeitsansprüchen genügen. Für Elemente mit 
exponentieller Lebensdauerverteilung geben dazu beispielsweise 
EPSTEIN [ 3 ] und BELJAJEW [l] statistische Methoden für die übli- 
chen Versuchspläne. Dabei stellt sich dann die Aufgabe der Mini- 
mierung der Experimentkosten bei Einhaltung einer vorgegebenen 
Mindestgüte der statistischen Aussage. 

Für die Prüfung der Zuverlässigkeit von Elementen betrachtet man 
Experimente, die nach verschiedenen Versuchsplänen (n,6,a) durch- 
geführt werden: Es werden n Elemente geprüft; während des Experi- 
ments ausgefallene Elemente werden erneuert (5=1) bzw. nicht er- 
neuert (6*0) ,* das Experiment wird nach einer vorgegebenen Abbruch- 
regel a (Experimentdauer, Anzahl der Ausfälle,...) beendet. Seien 
K(n,6,a) die Kosten für die Durchführung des Versuchsplanes 
(n,6 ,a) und sei G (n,6 , a) ein Maß für die statistische Genauig- 
keit, so ergibt sich folgendes Optimierungsproblem: 

12.7) Minimiere K(n,6,a) 

unter der Nebenbedingung 
GCn,6,a) 2. c 
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wobei C die geforderte Genauigkeit ist. 

Für Elemente mit exponentieller Lebensdauerverteilung gibt 
SELLINSCHEGG [io] Lösungen für Teilklassen von Versuchsplänen. 
Die dort verwendeten Tests sind Alternativtests, Parameterbe- 
reichs- und Parameterpunkts chät zungen . 



3. Das Problem der optimalen Zuteilung von Studienplätzen 

Wegen der großen Abiturientenzahlen und der begrenzten Studien- 
plätze, kann nicht jeder Abiturient das Fach seiner Wahl stu- 
dieren. Bei diesen Gegebenheiten verfährt man so, daß die 
Studenten nach den vorhandenen Plätzen auf geteilt werden. Die 
Frage ist, wie soll die Aufteilung erfolgen. Man wird zunächst 
versuchen, kombinatorisch vorzugehen. Leider ist es auch für 
große Computer nicht einmal möglich, auf diese Art eine Aufteilung 
für die Studenten des höheren Lehramtes zustande zu bringen. Dies 
liegt weniger an der großen Studentenzahl als vielmehr an den 
vielen Studienkombinationen. Es gilt daher ein Verfahren zu finden, 
das diese Möglichkeiten reduziert f ohne einen Verlust an Informa- 
tion mit sich zu bringen. Ein solches Verfahren soll im folgenden 
vorgestellt werden. 

Zunächst sind bei der zu untersuchenden Universität die vorhandenen 
Lehrkapazitäten für die einzelnen Fächer festzustellen. Von dieser 
Kapazität ist ein großer Teil von vornherein aufgezehrt, gleich- 
gültig wieviele Studenten in den einzelnen Fächern studieren. Man 
denke etwa an Vorlesungen, die unabhängig von der Hörerzahl ge- 
halten werden müssen. Diese Kapazitäten können wir von vornherein 
von den vorhandenen abziehen. Wir bezeichnen die im i-ten Fach 
dann noch verbleibende Lehrkapazität mit L i (L^ >_ 0) . 

Auf der anderen Seite müssen wir feststellen, welche Anforderungen 
ein Studiengang p an die Universität stellt. Diese fassen wir in 
den Curricularfaktoren C? >_ 0 zusammen, die angeben, welche Kapa- 
zitäten vom i-ten Fach für den p-ten Studiengang erforderlich 
sind. Jede Verteilung Z = (Z^,...,Z n ) der Studenten auf die n 
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Studiengänge ergibt somit eine erforderliche Lehrkapazität der 
Universität. 

Wenn man also von fest vorgegebenen Kapazitäten ausgeht, so er- 
hält man damit eine Beschränkung der möglichen Studenten zahlen 
durch die Ungleichungen 

(3.1) > Z C P Z P 

P 

Nun ist natürlich nicht jeder Zustand, der die obigen Nebenbe- 
dingungen erfüllt, befriedigend. Man muß vielmehr versuchen, die 
Universität so auszulasten, daß möglichst viele Studenten ausge- 
bildet werden können. Doch wäre das alleinige Maximieren der Stu- 
dentenzahl wohl kaum der richtige Weg, eine vernünftige Hochschul- 
politik zu treiben. Bei dieser Strategie kämen dann nämlich nur 
jene Fächer zum Zuge, die wenig Anforderungen an die Lehrkapazität 
stellen. Um diese Unterschiede auszugleichen, muß man also in der 
Zielfunktion die Studentenzahlen im p-ten Studiengang mit der 
Gesamtkapazität gewichten, die dieser von der Universität verlangt. 
Wir werden also sinnvollerweise folgende Funktion maximieren t 

(3.2) S(Z) - E C p Z p 

P 

wobei C p = Z cf die im p-ten Studiengang erforderliche Gesamtkapa- 
zität angibt. 

Das so erzielte lineare Programm hat nun leider den Nachteil, daß 
durch die übergroße Zahl an Studiengängen das Optimum nicht be- 
rechenbar ist. Um diese Schwierigkeit zu umgehen, vergröbern wir 
unser Modell dadurch, daß wir die Studenten jetzt jeweils nach 
ihren Hauptfächern einteilen und jeden Studiengang als Variante 
des zugehörigen Hauptfaches auf fassen. Wir erhalten also zu jedem 
Fach p eine Menge V (p) der zugehörigen Varianten. Die neuen Zu- 
stände schreiben sich daher 

(3.3) Z = (zf) wobei veV(p) 

Das lineare Programm sieht dann umgeschrieben folgendermaßen aus: 
(.3,4) max S(Z) = Z C p,v Z p 
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unter der Nebenbedingung 



L i^ 



p veV(p) 



r PfV p 

C i Z v 



wenn C^ fV die Anforderung an das i-te Fach von der Variante v des 
p-ten Studienganges angibt. 

Wir setzen nun gewisse "Grob zustände" fest durch die Größen 

xP = z Z P . 

vev(p) 

Mit Hilfe zweier Ergebnisse von H. KÖNIG [6] , die auf dem Satz 
von HAHN- BANACH beruhen, erhält man für diese Grobzustande fol- 
gende Äquivalenz: 

X = <X^)p ist zulässiger Grobzustand 

t ) E x. k. ü £ min (E t.c?' v )X p für alle x. > O. 

iei 1 1 p veV(p) 11 1 “ 



Durch Suche von Extremalpunkten kann man dabei die obigen Neben- 
bedingungen auf endlich viele reduzieren. Ferner liefern diese 
Sätze gewisse Faktoren a p (v) , die angeben, welcher Bruchteil der 
Studenten mit Hauptfach p die Variante v bei dem zulässigen Grob- 
zustand X studieren kann. 

Das obige Verfahren gibt also eine Möglichkeit, sehr viel gerin- 
gere Anzahlen von Studiengängen zu berücksichtigen. Hat man das 
Optimum von 

(3.5) E C p X p 

P 

gefunden, so kann man aus den zugehörigen Bruchteilen a p (v) die 
genaue Verteilung der Studenten mittels der Formel 

(3.6) Z p (v) = xP.«P(v) 

errechnen. Nach obigem Verfahren sind bisher nur für einzelne 
Fakultäten Auslastungen berechnet worden (Mündliche Mitteilung 
von H. KÖNIG) f 

Das Verfahren ist jedoch darauf zugeschnitten, die Studienplatz- 
verteilung für größere Einheiten zu ermitteln. Für exakte Details 
des obigen Verfahrens verweisen wir auf H. KÖNIG [7] . 
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4 . Umweltverschmutzung 

Zum Abschluß soll ein Problem der optimalen Steuerung von Fabrik- 
anlagen bei Berücksichtigung von Schadstoffemissionsgrenzen be- 

4) 

trachtet werden ' , an dem der Nutzen von Weiterentwicklungen der 
theoretischen Grundlagen besonders klar zu erkennen ist. Dies 
gilt insbesondere dann, wenn Vereinfachungen vermieden werden 
sollen, die die Struktur des Problems verfälschen. 

In einem Kon trollgebiet T seien n Firmen i, i=1 ,... ,n, tätig, die 

einen Schadstoff (z.B. : S0 o ,C0, . . . ) emittieren. Wir nehmen an, daß 

5) z 

die Konzentration im Ort tCT, die durch die Firma i bewirkt wird, 
proportional sei zur Intensität C^, mit der die Firma i ihre 
Produktion betreibt, und bei Intensität 1 gegeben sei durch u i (t) s 
u^ : T + mit 

(4.1) u^ (t) Schadstoffkonzentration bewirkt von Firma i bei 

Intensität 1 im Ort t. 6) 

Damit erhalten wir die Gesamtkonzentration uft;?^ * . . . ,C R ) im Ort t 
durch 

n 

(4.2) uttfC- , . . . ,Z n ) = l C*u. (t) . 

1 n i=i 1 1 

Um Gesundheitschäden der Bevölkerung und eine Zerstörung des öko- 
logischen Gleichgewichtes der Natur zu vermeideh , ist es notwendig, 
Schwellwerte für die Konzentration des Schadstoffes festzulegen. 
Diese Höchstkonzentrationen werden an den einzelnen Orten tiT si- 
cherlich unterschiedlich sein. So unterscheidet man jetzt schon 
zwischen Schwellwerten am Arbeitsplatz und in Wohngebieten. Eine 
weitere Differenzierung erscheint sinnvoll. Sei nun für jeden 
Ort teT $ (t) eine obere Grenze für die Schadstoffkonzentration 



4) vgl. GUSTAFSON-KORTANEK [4] 

5) Bei der Berücksichtigung verschiedener Schadstoffe kann das 
Verfahren entsprechend erweitert werden, 

6) Diese Funktionen werden in der Praxis noch von der vorliegen- 
den Witterungslage abhängen. Im folgenden wird angenommen, 
daß diese konstant ist. 
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im Ort t, so erhalten wir die Menge der möglichen Intensitäten 
(€<1 € n ) , mit denen die Firmen betrieben werden können , durch 

das System Von Ungleichungen: 

(4.3) V tET: ? ?;u, (t) < <Kt) 

i=1 1 

V* i=1 , « . . / n : ^ ^ 0 • 

Man wird nun versuchen, die Intensitäten so festzulegen, daß der 
soziale Nutzen (z.B. : Anteil am Bruttosozialprodukt, Anzahl der 
Arbeitsplätze,..,), den die Firmen insgesamt erbringen, maximal 
wird. Geht man davon aus, daß der Beitrag, den ctf-e Firma i leistet, 
proportional ist zur Intensität, mit Proportionalitätsfaktor für 
die Firma i, so erhält man das folgende Optimierungsproblem 

n 

(4.4) Maximiere J c.£. 

i=1 1 1 

unter der Nebenbedingung 

VteT: l £.u. (t)- < *(t) , 

i=1 1 1 

Yi=1 , . . . ,n: >, 0 . 

Die mathematische Behandlung dieser sehr konkreten Problemstellung 
hat also zu einem Problem der semi-infiniten Optimierung ^ ge- 
führt, d.h. man hat eine Funktion mit endlich vielen Variablen zu 
maximieren bei Einhaltung unendlich vieler Nebenbedingungen. 

Eine elegante Lösung hierfür liefert die rein formale Methode des 
Dualisierens : 

Sei u*: C*(T) -*■ lR n 9) die zu u: m n -*C(T) mit u(? 1 , . . . ,? n ) (t) = 
u(t ;5-|,..,? n ) adjungierte Abbildung, so ergibt sich als duales 
Problem zu (4.4) : 

7) Bei schwächeren Annahmen wird dieses Problem urlter Umständen 
nichtlinear sein, 

8) Für nähere Details siehe z.B. LUENBERGER [8], 

9) C(T) sei hier ein linearer Raum von reellwertigen Funktionen 
mit u i# (psc (T) auf T. So ist je nach den speziellen Gegeben- 
heiten des Problems C (T) der Raum der stetigen, stetig diffe- 
renzierbaren bzw. integrierbaren Funktionen, C*(T) sei der 
Dualraum von C(TL 
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(4.5) Minimiere <<j>,n> 

unter der Nebenbedingung 
V i=1 , • . . ,n: (u*(r\)) ± j> 

n >. o (bzgl. der natürlichen Ordnung in C*(T) ) . 

Die Optimalwerte von (4.4) und (4.5) stimmen überein, wenn das 
duale Problem die KREINbedingung erfüllt. 

Zur Berechnung von Lösungen dieses Problems werden Ergebnisse der 
Theorie von Funktionenräumen und ihren Dualräumen benötigt, die 
in der Funktionalanalysis behandelt werden. So ist der Dualraum 
zum Raum der stetigen Funktionen isomorph zum Raum der Funktionen 
mit beschränkter Variation, der Dualraum des Raumes der integrier* 
baren Funktionen isomorph zum Raum der endlich additiven Maße. 
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Optimierung in funktionalanalytischer Sicht 

(Übersichtsvortrag) 

P. Kosmol, Kiel 



In diesem Yortrag soll demonstrie werden, daß die Sprache 
der Funktionalanalysis eine natür. he und einheitliche Dar- 
stellung vieler optimierungstheore nischer Fragen erlaubt. Da 
die in der Opt imie rung stheorie behandelten Objekte sehr oft 
Funktionen sind, kann man sie als Elemente eines Yektorraums 
auf fassen und damit eine algebraische Struktur gewinnen. Be- 
griffe wie Abstand, Stetigkeit, Konvergenz erfordern jedoch 
eine topologische Struktur. Da die normierten Räume beide Struk- 
turen besitzen, ist es kein Zufall, daß sie eine breite Anwen- 
dung in der Optimierung stheorie gefunden haben. 

Der Begriff des Yektorraumes erlaubt uns zusätzlich die geome- 
trische Interpretation der Probleme. Die analytische Auswertung 
der geometrischen Anschauung führt dann in vielen Fällen zur 
Lösung der gestellten Probleme. 

Die Identifizierung der linearen Funktionale mit Hyperebenen 
läßt bereits bei der linearen Optimierung 

min (c,x) 

^ Ax > b 

x e |R n , c e (IR 11 )* = |R n , be IR m 

die Lösungen als Stützpunkte der Restriktionsmenge und der durch 
c bestimmten und entsprechend verschobenen Hyperebene erkennen. 
Sie ist auch die geometrische Grund an sch au ung bei Dualitätssätzen 
und führte bei der konvexen Optimierung zu dem Begriff der kon- 
jugierten Funktion. 

Die Aufgabe der konvexen Optimierung lautet: 

inf { f(x) - g(x)} 

X£=X 

f ,-gs X > (R konvex. 



( 2 ) 
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Aufgaben derart 

inf { f(x) | x ce C , C-konvex } 
werden auf die Gestalt (2) zurückgeführt , indem man 

t q für x e C 

g ( x ) s “ - oo sonst 

setzt. 



Dem Dualitätssatz von Fenchel liegt eine einfache geometrische 
Anschauung zugrunde (s. [ 3 ] , [ 5 ] ) • 




Man verschiebt den Hypographen [g] :=*£(x,r) e XXIRlr < g(x)^ 
von g so lange, bis dieser den Epigraphen [f] = £(x,r)eXXIR|r>f(x)J- 
von f stützt und trennt die beiden Mengen mit einer Hyperebene. 

Die Lösungen sind dann durch die Stützpunkte bestimmt. Man kann 
hier also auch umgekehrt Vorgehens Statt der Lösungen suche man 
hier die entsprechende Hyperebene. 

Um die Existenz einer nicht senkrechten trennenden Hyperebene 
sicherzustellen, werden Stetigkeitsvoraussetzungen von f bzw. g 
getroffen, wobei die Topologie auf X durch die Einführung einer 
Horm in X gegeben ist. 

Die analytische Formulierung des Sachverhalts ist dann der Duali- 
tätssatz von Fenchel, der besagt 



inf { f ( x) - g(x)} 
xe=X 1 J 



max ff*( 
x* e X* L 



x*) 



g*(x*)}, 



wobei x* ein stetiges lineares Funktional (bzw. abgeschlossene 
Hyperebene) auf X und f * die konjugierte Funktion bedeutet. 

Dabei entspricht das Bilden der konjugierten Funktion f* dem 
folgenden Vorgangs 

Es ist ein Epigraph einer Funktion f gegeben und eine Hyperebene 
x*. Man verschiebt die Hyperebene so lange, bis diese den Epi- 
graphen stützt. Der Schnittpunkt der Stützhyperebene mit der 
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tR-Achse ist dann der Wert der konjugierten Punktion an der 
Stelle x*. Da der Trennungssatz von Mazur in lokalkonvexen 
Räumen gilt, konnte man diese Aussage auf lokalkonvexe Räume 
üb e-rt ragen . 

Die Dualitätssätze werden jedoch erst mit der Kenntnis der Dual- 
räume mit Leben erfüllt. Aber da die Beschreibung der Dualräume 
eine der zentralen Präge Stallungen der Funktionalanalysis ist, 
konnte man die hier gewonnenen Erkenntnisse auf die optimierungs- 
theoretischen Prägen anwenden. Manchmal führen die dualen Auf- 
gaben zu bereits bekannten Fragestellungen, 

Das soll jetzt am Beispiel der semi-infiniten Optimierung illu- 
striert werden (s. |_4j). 

Die duale Aufgabe zu (1) lautet: 

max (b,y) 

A*y > c , y > 0 , 

wobei y e (!R m )* « lR m und A* die Transponierte Matrix von A ist. 
Mit dem Begriff des adjungierten Operators A* von A ( (x,A'*y) *« 

= (Ax,y) ) läßt sich dies auf unendlichdimensionäle geordnete Vek- 
tor räume erstmal formal erweitern. Die Aufgaben 

P. Inf (c,x) 

R. Ax > b , 

wobei X ein normierter Raum, Y ein geordneter normierter Raum, 

A* x > Y ein stetiger linearer Operator, x e X, b e Y und 

c e X* (Dualraum von X), und 



D. sup (b,y*) 



R*. 



A*y* * c 
y* > 0 
f* 



sind zueinander dual. Hier ist das Zeichen < als eine Halb- 

K 

Ordnung in Y zu verstehen, die durch die Auszeichnung eines kon- 
vexen Kegels K in Y gegeben ist (K*c Y* bezeichnet den dualen 
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Kegel von K) • 

Das formale Rechnen ergibt 

(c,x) = (A*y*,x) = (y*,Ax) > (b,y*) 

und damit 



(3) 



inf (e,x) 
xeR 



(Schwacher Dualitätssatz). 



> sup (b,y*) 
y* e R* 



Ist X oder Y endlichdimensional, so spricht man hier von der 
semi-infiniten Optimierung. In einigen Fällen gelingt es mit 
Hilfe des Trennung s satzes auch, die Gleichheit in (3) nachzu- 
weisen (Starker Dualitätssatz). 

Das ist der Fall, wenn man z.B. einen kompakten Raum T wählt 
und Y als den Raum C(T) der stetigen Funktionen auf T und X = tR n 



bestimmt. Erfüllen die Funktionen u^ , . . 
Bedingung (d.h. es existiert ein a = (a 



n+1 



n+1 



n+1 



C(T) die Krein- 

) 



tR n+1 mit 



a iUi(t) > 0 für alle t e T) , so gilt für die folgenden Auf- 



gaben der starke Dualitätssatz. 



P: min (c,x) 

(Ax)(t) = ]T x ± u i (t) < u n+1 (t) 



i=1 



wobei x,c e IB? 1 ; 



max 

£ 



I T u n+1 



d/t 



T V/ 1 = c i 



für alle t e T , 



und wobei ^ ein positives Radonsches Maß bedeutet. 

Hier erweist sich die duale Aufgabe als das der Statistik bekannte 
Momenten -Problem. Die duale Aufgabe ist hier insofern leichter zu 
behandeln, indem man zeigt, daß es genügt, nur Maße mit (n+1) - 
Trägerpunkten zu betrachten. 
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Da man die Cebysew- Approximation als ein Problem vom Typ P 
ans eben kann, erweist sieb bier die Menge der Trägerpunkte als 
die Cebysewsche-Altemante, deren Existenz die Grundlage des 
Remez-Algorithmus ist . 

Jetzt betrachten wir die Methode der Lagrange-Multiplikat^neh 
die restringierte Aufgaben auf Aufgaben ohne Restriktionen über- 
führt und die der Hauptansatz bei dem Satz von Kuhn- Tucker ist* 

Sei X ein Yektorraum, Z ein geordneter normierter Raum und die 

Abbildungen f : X > (R ; Ts X > Z konvex. 

Bei ent spr ecb enden Regularitätsbedingungen gilt 

(4) inf f ( x) = inf {f(x) + < X*»Tx >} , 

Tx < 0 xeX 

wobei der Lagrange-Y ekt or X* als ein Element des Dualraume s von 
Z zu deuten ist* 

Durch die Erweiterung des Ansatzes auf normierte Räume konnte man 
die fragte Stellungen der KontroEtheorie , die sich ursprünglich 
aus der Yariationstheorie und der Theorie der Differentialglei- 
chungen entwickelt hat , unter einen Hut mit den anderen Optimie- 
rung sauf gaben bringen ( s . [ 5 ] ) . 

Yon besonderer Tragweite in der Optimierungstheorie ist die Erwei- 
t erung des Differentialkalküls auf normierte Räume zu erwähnen. 

Hier sind die Tangenten durch die Tangentialhyperebenen zu erset- 
zen, und die wiederum sind durch die Frechet (bzw. Gateaux) - 
Differentiale bestimmt. 

Sind die Funktionen f und T in (4) differenzier bar, so wird die 
Bestimmung der Minimal 1Ö sungen auf das Lösen von Gleichungssystemen 
zurückgeführt. 

Bei den Aussagen der Op t i mi e rung s the or i e kann man zwei wichtige 
Gruppen erkennen. 

In der einen profitiert man von Konvexität s Strukturen wie z.B. 
bei der linearen Optimierung, und in der anderen von der Annahme 
gewisser Differenzierbarkeitseigenschaften. 




32 



Als einen Versuch, die beiden Ansätze einheitlich zu behandeln, 
kann man die Technik der Subgradienten ansehen. 

So wie die Gradienten den Tangentialhyperebenen, so entsprechen 
die Subgradienten den Stützhyperebenen (s. [3],[7]) . 

Selbstverständlich sind durch die funktionalanalytische Formu- 
lierung die konkreten Probleme noch lange nicht gelöst, aber das 
Erkennen der jeweiligen Struktur erlaubt ein zielgerichtetes Vor- 
gehen« 

Pie Anwendbarkeit der mathematischen Modelle in der Wirtschafts- 
theorie ist von der Stabilität, d.h. der Abhängigkeit der Lösun- 
gen von einer Änderung der Paten des Optimierungsproblems, sehr 
abhängig * 

Schema ti schs 



Paten > mathematisches Modell > Ergebnis 

Pa die Stabilität der Stetigkeit der zusammengesetzten Abbildung 
in irgendeinem Sinne entspricht, führt das zu einem funktional- 
analytischen Problem, das auch immer stärkere Beachtung findet. 

Man soll es aber betonen, daß nicht nur die Ökonomie von der 
Mathematik befruchtet und weiter entwickelt wird, sondern. auch 
umgekehrt. So wie manche mathematischen Theorien durch die intui- 
tiven Vorstellungen aus der Physik belebt werden, gibt es jetzt 
einige, die ihre Motivationen und belebenden Anregungen aus der 
Ökonomie beziehen. Zu jenen gehört auch die Funktionalanalysis. 
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Geometrisches Optimieren - eine Übersicht 

(Übersichtsvortrag) 

O. Krafft, Hamburg 



Summary. This is a (non -exhaustive ) survey on the theory of geo- 
metric programming. In the first part the prototype geometric pro- 
gram is presented together with its dual. The second part deals 
with recent trends in the development of the theory, namely im- 
bedding the theory in more general theories and generalizations of 
the theory toward a setting with a wider spectrum of applications 
(algebraic geometric programming). 

Die Theorie der geometrischen Optimierung (GO) hat ihren Ausgangs- 
punkt in Untersuchungen von Zener über Optimierungsprobleme bzgl. 
technischer Versuchseinrichtungen im Jahre 1961. In Zusammenarbeit 
mit Duff in und Peterson wurde die Theorie rasch ausgebaut. Sie 
lieferte eine Fülle interessanter Resultate, die zusammen mit 
einigen nicht-trivialen Anwendungsbeispielen im Jahre 1967 in 
Buchform [l] veröffentlicht wurden. Mittlerweile wurde in einer 
großen Zahl von Arbeiten die Theorie in verschiedenen Richtungen 
erweitert; ihre Anwendungsmöglichkeiten sind wegen dieses rapiden 
Fortschritts wohl noch nicht in ihrer ganzen Breite erkannt. Ziel 
dieser Übersicht ist es, in groben Zügen die Haupttrends in der 
Entwicklung darzustellen und damit vielleicht den einen oder ande- 
ren, der es in der Praxis mit Optimierungsproblemen zu tun hat, 
anzuregen, die Theorie der GO zu berücksichtigen. 

1. Der Prototyp einer GO-Aufgabe. Geometrisches Optimieren - eine 
weniger irreführende Bezeichnung wäre nach einer Anregung von 
L.Collatz vielleicht posinomische Optimierung - ist ein Teilge- 
biet der nichtlinear en Optimierung, das noch so speziell ist, daß 
es relativ einfache Rechenverfahren zuläßt, auf der anderen Seite 
so allgemein, daß es ein weit über die Theorie des linearen Opti- 
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mierens hinausgehendes Spektrum von Anwendungsmöglichkeiten bie- 
tet . 

Grundlage von GO-Aufgaben sind Posinomfunktionen ; das sind Funk- 
tionen g (£): der Form 

1 m a. . 1 1 

g(t)= Y c. H t. 1 ^, c.elR. , a. xIR , 1<1<1 ,1< j<m . 
i = l 1 j = l 3 i + 13 “ 

m a. . 

Die Ausdrücke u.(t):=c. II t. 1 -* heißen Terme des Posinoms g (t). 

1 x j=i 3 

Der Prototyp einer GO-Aufgabe hat die folgende Gestalt: 

g Q ( t)=min 

unter den Nebenbedingungen 



Hierbei sind die 
kannt angenommen 



g k (*)<l 9 l<k<p, 
t..>o, l£j£m. 

g, ,o<k<p, Posinome mit festen (und i 

K "" (k-) (k) 

) Koeffizienten c. und a. . und mit 

1 13 



a. als be- 
beliebiger 



aber endlicher, Anzahl 1^ von Termen. Es sei n : = l 1, . 

k = o 



Einige Anmerkungen zu diesem Typ von Optimierungsaufgaben: 

(1) Von Federovicz 9 vgl. fl] 9 S.265 ff, wurde gezeigt, daß sich 
jede lineare Optimierungsaufgabe mit- Hilfe einer Exponent ialtr ans - 
formation als GO-Aufgabe darstellen läßt. 

(2) Der Prototyp einer GO-Aufgabe ist i.a. keine konvexe Optimie- 
rungsaufgabe • Durch eine exponentielle Variablentransformation wird 
sie jedoch zu einer konvexen Optimierungsaufgabe, vgl. fl], S. 82 f 
und S.117 f. 

(3) Jede GO-Aufgabe, die eine optimale Lösung besitzt, läßt sich 
so formulieren, daß die Exponentenmatrix (a^ ^ ) ,l<i<n ,l£j<m , den 
Rang m hat mit m<n. Die Zahl n-m-1 heißt Schwierigkeitsgrad des 
Problems , fl] , S.82 f. 

(4) Es existiert eine "schöne" Dualitätstheorie, welche die Sonder- 
stellung der GO in der allgemeinen Optimierungstheorie erst begrün- 
det. Formal ergibt sich die duale Aufgabe wie folgt: Man ordne alle 
in den Posinomen g ,o<k<p , auf tretenden Terme u.,l<i<n, der Reihe 

K 1 — — 

nach an und zerlege die Menge { 1 ,2 , . . . ,n} so in Teilmengen A^ , daß 
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die zu gehörenden Terme genau die Indizes aus A^ erhalten. Die 
duale Aufgabe hat die Variablen d p f l<r <n * und besitzt unter Verwen- 
dung der Abkürzung 

X,(d) : = £ d die Form 

teA. T 
k 

n d p X (d) 

v(d) = ( n (c /d ) r ) n [X. (d)1 k =max 
r=l r r k=l * 

unter den Nebenbedingungen 
n 

£ a .d =o, 1< j<m , (Orthogonalitätsbedingungen) 

r=l r 

J d =1 (Normalitätsbedingung) 

tcA A T 
o 

d r i° * l^r^h , (Posivitätsbedingungen) . 

Primale und duale Aufgabe sind gekoppelt durch folgende Aussagen: 

(i) Vergleichslemma. Für zulässige Losungen t und d gilt: 

g Q ( t)W(d) . (ii) Dualitätssatz. Gib*b es ein zulässiges t Q und ein 

k 0 » 1 l k 0 lP 9 mit g^ (t Q )< 1 und besitzt die primale Aufgabe eine op- 
o 

timale Lösung t* , so besitzt die duale Aufgabe eine optimale Lösung 
d* und es ist g Q ( t*)=v(d*) . 

Die für die Lösung von GO-Aufgaben wichtige Eigenschaft der dualen 
Aufgabe ist, daß sie linear in den Nebenbedingungen ist und sich 
damit wesentlich einfacher lösen läßt als die primale Aufgabe. Aus 
der Lösung der dualen Aufgabe läßt sich .aufgrund des Dualitätssat- 
zes nicht nur der Wert der Zielfunktion der primalen Aufgabe im Op- 
timum bestimmen sondern auch ein optimales t* ,vgl . [25] ,S .70 . Beson- 
ders einfache Verhältnisse ergeben sich bei Problemen mit Schwierig- 
keitsgrad Null. Hier besteht die Menge der zulässigen Lösungen der 
dualen Aufgabe aus einem Punkt. Aus dem Dualitätssatz folgt dann, 
g Q (£*) allein von c^ und a^abhängt, so daß die Zielfunktion im 
Optimum direkt in Abhängigkeit von den in das Problem eingehenden 
Parametern studiert werden kann. 

Schließlich sei noch die wesentliche Idee angedeutet, welche in sehr 
eleganter Weise zur Dualitätstheorie von GO-Aufgaben führt. Vermöge 
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einer verallgemeinerten Ungleichung zwischen arithmetischem und 
geometrischem Mittel (diese Ungleichung gab Anlaß zur Benennung 
der hier behandelten Optimierungsaufgaben) und unter Verwendung der 
Normalitätsbedingung ergibt sich für alle zulässigen t und d> o 

n 

I a 

™ r =i r 3 * 

(1) g ( t)>v(d ) n t. r x 

O j = l 3 

Die auf der rechten Seite noch auftretenden Variablen t ^ lassen 
sich aufgrund der Orthogonalitätsbedingungen eliminieren, so daß 
eine duale Aufgabe mit linearen Nebenbedingungen möglich wird . 

Eine Darstellung der allgerteinen Theorie findet sich außer in [l] 
auch in ^24] und £23 . 

2, Erweiterungen der Theorie. Im wesentlichen lassen sich bisher 
zwei Hauptströmungen in der Theorie der GO unterscheiden: Einbet- 
tungen der GO in allgemeinere nichtlineare Optimierungstheorien und 
Erweiterungen des Anwendungsbereichs der Methode unter Beibehaltung 
der Struktur und damit der Praktikabilität. 

(2a) GO als Spezialfall allgemeinerer Theorien . Die Untersuchungen 
laufen hier i.a. auf den Nachweis hinaus, daß sich Primal- und Dur^ 
alaufgabe der GO durch Spezialisierung bestehender Dualitätstheo- 
rien für nichtlineare Optimierungsaufgaben erhalten lassen. Das ist 
in [253 , [23] , [l23 durchgeführt bzgl. auf Lagrange-Multiplikatoren 
basierenden Dualitätstheorien für nichtlineare Optimierungsaufga- 
ben im R n , und in £lo3 und £l43 bzgl. der Rockaf ellarschen bzw. 
Dieterschen Dualitätstheorie für konvexe Optimierungsaufgaben, die 
beide auf dem Begriff der konjugierten Funktionale aufbauen. Als 
besonders interessant erscheint mir in diesem Zusammenhang eine um- 
gekehrte Fragestellung, nämlich die Frage nach Optimierungsaufgaben, 
deren duale linear in den Nebenbedingungen sind, wie es bei der GO 
der Fall ist. In £203 ist eine derartige Klasse konvexer Optimie- 
rungsaufgaben angegeben. 

(2b) Modifikationen der Theorie unter Beibehaltung der Struktur. 
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( 2bl ) Herleitung einer der Ungleichung (1) entsprechenden Unglei- 
chung mit Hilfe anderer als der zwischen ar ithmetrischem und geo- 
metrischem Mittel und eine darauf aufbauende Dualitätstheorie. Ein 
allgemeiner Typ von Ungleichungen, sogenannte abstrakte geometri- 
sche*. Ungleichungen , mit Hilfe derer sich die Theorie analog zu der 
des Prototyps entwickeln läßt, ist bereits in £l] , Kap. 7 angegeben. 

Die Funktionen, welche in Zielfunktion und Nebenbedingungen der Op- 
timierungsaufgabe eingehen, sind dann nicht notwendig Posinome. 

(2b2) Erweiterungen bzgl. der Anzahl der hin Posinom bildenden Ter- 
me oder bzgl. der Anzahl der in einem Posinom vorkommenden Variab- 
len sind meines Wissens bisher noch nicht durchgeführt worden. Die- 
se würden im ersten Fall auf Optimierungsaufgaben hinauslaufen, in 
den Funktionen der Form 

m a . (x ) 

h(t)=Jc(x) H t. 1 dx 
3 = 1 3 

auf treten, im zweiten Fall auf Optimierungsaufgaben in Funktionen- 
räumen, bei denen Posinome zu ersetzen wären durch "Posinale” der 
Form ^ 

k [t] = l c. exp{ Ja . (y ) log t(y)dy) 

i = l 

mit t etwa aus dem • Während Probleme der ersten Art sich analog 
zur Standardtheorie unter Verwendung der Integralungleichung zwi- 
schen arithmetischem und geometrischem Mittel, vgl. [ll] , S.137, 
behandeln zu lassen scheinen, wird man im zweiten Fall auf andere 
Methoden zurückgreifen müssen, da die Kuhn-Tucker Theorie auf den 
1R n zugeschnitten und damit nicht direkt anwendbar ist. Ein Beispiel 
für das Auftreten einer derartigen Aufgabe ist in £isj angegeben. 

Die im folgenden beschriebene Art der Erweiterung ist wohl die für 
die Anwendungen wichtigste. Sie hat auch in der Literatur den brei- 
testen Raum gefunden. 

( 2b3 ) Reverse GO-Aufgaben. Will man die GO bei praktischen Frage- 
stellungen anwenden, so kommt man schnell zu einer natürlichen Be- 
grenzung. Wegen der geforderten Positivität der Koeffizienten 
eines Posinoms kann man nämlich nur etwa Kosten minimieren, nicht 
aber Differenzen von Ausgaben und Einnahmen, d.h. man kann keine 
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Gewinnmaximierung sauf gaben behandeln. In den Nebenbedingungen kann 
man etwa nur den Input berücksichtigen, aber nicht Differenzen von 
Output und Input . Zur Behandlung solcher Probleme wird man also 
auch negative Koeffizienten c^ zulassen wollen oder allgemeiner ra- 
tionale Funktionen von Posinomen. Derart verallgemeinerte GO- Auf - 
gaben wurden unjter der Bezeichnung komplementäre GO in [3]J unter- 
sucht. Duff in und Peterson [ 9 ] haben bemerkt, daß sich derartige 
Aufgaben umformen lassen zu einer endlichen Klasse von "signomi- 
schen” Optimierungsaufgaben. Ein Signora ist dabei ein in der Weise 
verallgemeinertes Posinom, daß beliebige reelle Koeffizienten c ^ 
zugelassen sind. Ferner läßt sich jede signomische Optimierungsauf- 
gabe äquivalent umformen zu einer "reversen" GO-Aufgabe. Eine rever- 
se GO-Aufgabe ist eine Prototyp GO-Aufgabe mit der Erweiterung, daß 
in den Nebenbedingungen auch Ungleichungen der Form g^(t)>_l (rever- 
se Ungleichungen) auftreten dürfen. Grundsätzlich reicht es also, 
sich bei der Behandlung von Optimierungsaufgaben bzgl. rationaler 
Funktionen von Posinomen auf reverse GO-Aufgaben zu beschränken. 



Reverse GO-Aufgaben lassen sich zunächst formal wie der Prototyp 
dualis ieren mit dem Unterschied, daß in der Zielfunktion der dualen 
Aufgabe auch Faktoren der Form (c /d^) r auftreten können. Diese 
Tatsache führt aber zu beträchtlichen Unterschieden theoretischer 
und rechentechnischer Natur. Deutlich wird das schon allein aus der 
Tatsache, vgl.[9j, Satz 3.1, daß der Logarithmus der Zielfunktion 
v(d) konkav in den Variablen ist, die den Nebenbedinungen der 
Form gj(£)£l zugeordnet sind, und konvex ist in den übrigen Variab- 
len. Methoden der konvexen Optimierung führen also nicht direkt zur 
Lösung des Problems; insbesondere gilt auch weder das Vergleichs- 
lemma noch ein Dualitätssatz. 



In einer Reihe von Arbeiten , vgl . QßJ , Q9J , [3] , Qlß]] , [V] , Ql 7 ] , Q7] 
wird versucht, die auftretenden Schwierigkeiten approximativ zu 
lösen. Die Methode ist dabei im wesentlichen dieselbe. Sie sei an- 
hand der Arbeit QßJ erläutert: Dem Posinom g(t) wird ein Posinom 
g f (t,z), das sogenannte harmonische Inverse, zugeordnet. 

Hierbei ist 



g f ( t 3 z) 



1 

l (z?/u .(*)), Z£]R^, 

i = ! 1 1 +- 



1 

Kid, l z.=l. 
- - i=i 1 
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Wegen (g ( t ) ) ^ 1 (t 9 z) für alle 1 9 z läßt sieh also in einer rever- 

sen GO-Aufgabe jedes Posinom , das in einer reversen Ungleichung 
vorkommt , so durch sein harmonisches Inverses ersetzen, daß man 
eine Prototyp GO-Aufgabe erhält und daß das Infimum der Zielfunk- 
tion der so erhaltenen GO-Aufgabe stets großer oder gleich dem ge- 
suchten Infimum der reversen GO-Aufgabe ist. Im Zusammenhang mit 
dieser Methode ergeben sich folgende drei Problemkreise: 

(I) Gewinnung und Untersuchung von Iterationsverfahren zur Lösung 
reverser GO-Aufgaben durch geeignete Wahl der Gewichte z . 

(II) Untersuchung anderer Methoden der Invertierung eines Posinoms 
Insbesondere sind neben dem harmonischen Mittel alle Invertie- 
rungsmethoden, die auf der Monotonie der sogenannten s-Mittel , 
vgl. [4] , S . 16 f , 



M («,*):= ( l z.x®) 1/s ; x.,z.eIR*, Ki<l, f z.=l, 
i=l 11 + i=1 1 



basieren, erfolgversprechend , , S.548. 

(III) Untersuchung der Opt imalitätseigenschaf ten von iterativ er- 
haltenen Lösungen. In der Regel erhält man sogenannte Gleichge** 
wichtslösungen, die nur lokal optimal sind. 



Die Fülle der in diesen drei Problemkreisen, die sich zum Teil 
überschneiden , enthaltenen offenen Fragen zeigt wohl sehr deutlich 
daß die durch Duff in, Peterson und Zener entwickelte Theorie der 
GO eine Breite von Forschungstätigkeit aktivieren wird und bereits 
aktiviert hat, wie sie durch Dantzigs Arbeiten über lineare Opti- 
mierungsaufgaben eingeleitet worden ist. 

Aus einigen Arbeiten , [l9] , [8j , [l8] , [13J ,"Q2l] , die sich mit Neben- 
aspekten der GO beschäftigen und sich nicht in den in diesem Ab- 
schnitt entwickelten Rahmen einfügen lassen, sei zum Abschluß noch 
eine Aufgabe herausgegriffen, aufgrund deren der Verfasser auch 
ursprünglich sein Interesse an der GO gewann, nämlich van der 
Waerdens Permanenten Vermutung. Bezeichnet A die Menge der dop- 
pelt-stochastischen reellen nxn-Matr izen , 

4„:»(D=(d ) , 1 4 = iVj, j d = iVl.d >oVl,j) 

l<i, 3 <n Kl J j r 1 
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und 



7 II d . , . v = per D 
a i=l ia(l) 

die Permanente von D , wobei ö alle Permutationen von 
durchläuft, so ist die bisher nur teilweise bewiesene 



(1,2 n) 

Vermutung 



[2 2 ], [ 19 ] 



min {per D : DeA n )=n l /n 11 . 



Diese Optimierungsaufgabe ist im wesentlichen eine reverse 60- Auf 
gäbe, zu deren Losung vielleicht eines der erwähnten Iterations- 
verfahren führen könnte. 
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Neuere Entwicklung auf dem Gebiet der stochastischen 
Programmierung 

(Übersichtsvortrag) 

H.-J. Zimmermann, Aachen 



I. Einleitung 

Die Vielzahl der Problemstellungen» die sich in der Form 
Max (Min) f (x ^ ) 

so daß (1) 

beschreiben lassen» hat u.a. dazu geführt, daß die mathematische Programmie- 
rung, d.h. die Lösung von Aufgaben des Types (1), zu einem der umfangreich- 
sten Gebiete des Operations Research entwickelt hat. 

Die vorhandenen Lösungsmethoden für spezielle Strukturen des mathematischen 
Prqgranmierens sind seit geraumer Zeit effizient genug, um auch bei der Lö- 
sung relativ großer praktischer Probleme Anwendung zu finden. Dies gilt be- 
sonders für das lineare Programmieren, dessen Problemstellung gewöhnlich wie 
folgt f annuliert wird: 

Max Z = c*x 

so daß Ax - b 

x - 0 (2) 

wobei A eine (m x n) Matrix, b ein m- Vektor und c und x n- Vektoren sind. Be- 
züglich der Komponenten von A, b und c wird gewöhnlich angenommen, daß es 
sich dabei um bekannte, feststehende Größen handele. 

Lei der ist diese Annahme in vielen Fällen nicht gerechtfertigt: Die Koef- 
fizienten beruhen auf mehr oder weniger verläßlichen Schätzungen, sind also 
mit Fehlem behaftet. Sie sind von problemextemen Faktoren abhängig oder 
sie verändern sich für den Problemlöser unkontrollierbar» also zufällig. Sie 
sind in vielen Fällen also keine deterministischen Größen sondern stochasti- 
sche Variable, von denen man im günstigsten Falle die Wahrscheinlichkeits- 
verteilung oder auch nur spezielle Kennwerte, wie Mittelwert, Streuung oder 
obere und untere Grenzen kennt. Unter diesen Umständen sind die Problemfor- 
mulierungen (1) oder (2) jedoch sinnlos. Zwei grundlegend verschiedene Auswege 
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aus dieser Situation sind in der Vergangenheit beschritten worden: 

(1) Han verzichtet darauf, das Problem (1) oder (2) als ein Entscheidungs- 
prcblem zu betrachten und eine optimale iösung zu bestiumsn, sondern 
man bestimmt die Verteilung der optimalen Werte der Zielfunktion in Ab- 
hängi gkeit von den Verteilungen der Koeffizienten. Dies bezeichnet man 
«1s das l l Verteilungsproblem f f » den "wait-and-see"-Ansatz oder die 
"passive” Lösung. Das Problem lautet dann: 

iesti mne die Verteilungs funktion 

F z (5) 

mit z * Min c'x (3) 

so daß Äx = b 

x k 0 

Wobei die Komponenten von c* , Ä und b insgesamt oder teilweise stocha- 
stische Variable sind. 

(2) Man formuliert für das stochastische Problem der Form (1) oder (2) 
deterministische Ersatzprobleme , die meist nichtlineare Prograirmierungs- 
prcbleme sind und betrachtet deren optimale Lösung als die Lösung des 
ursprünglichen Problems. 

Die Formilierung geschah hierbei gewöhnlich als "Chance-Constrained 
Problem" oder als "Kcnipensationsprmblem". 

a) Chance-Constrained- Formulierung 

Als Zielfunktion finden vor allem folgende vier Farnen Verwendung: 

Minimierung (Maximierung) des Erwartungswertes der Zielfunktion 
d.h. Max z = E(cx) (4 a ) 

2 * *** Minimierung der Varianz des optimalen Wertes der Zielfunktion 
d.h. Min V(cx) (45) 

3. die Minimierung (Maximierung) der Wahrscheinlichkeit , daß der 
Zielfunkticnswert eine bestimmte Schranke nicht über- (unter) schrei- 
tet 

d.h. Max P(cx * u ) (4 C ) 

4. die Minimierung einer Od-Fraktile v für eine fest vorgegebene Wahr- 
scheinlichkeit Ot unter der zusätzlichen Nebenbedingung 

P(cx 4 v) * Oi 



(4d) 




Die gegebenen Nebenbedingyngen müssen mit bestimmten Wahrscheinlich- 
keiten erfüllt werden, d.h. 
entweder 

P(Ax - b) - oL 

oder (5) 

P((Äx) i * b ± ) =0C ± 

(vollständige Wahrscheinlichkeitsrestriktionen) 

Die Nebenbedingungen können auch in den Wahrscheinlichkeiten verknüpft 
sein (bedingte Wahrscheinlichkeitsrestriktionen) . 

b) Kompensations Formulierung 
(Zwei-Stufen-Formulierung) 

Bei dieser Formulierung geht man davon aus , daß die Möglichkeit be- 
stehe, Verletzungen der Nebenbedingungen nachträglich, d.h. in einer 
zweiten Entscheidungsstufe, zu "kompensieren” . Die hierfür entstehenden 
"Strafkosten" werden Bestandteil der zu minimierenden Zielfunktion. 

Das Problem bekommt damit die Form 

Min E(c’x + Q(x, Ä, b, W, q) 

so daß A^x = b^ 

x i 0 (6) 

mit Q(x, Ä , b, W, q) = Min q’y 

so daß % = b - Ax 

y - 0 

Hierbei ist eine fest gegebene (m x n) Matrix, b^ ein fest gegebener 
m- Vektor, und die Matrizen W und Ä sowie die Vektoren b, c und q können 
zum Teil oder insgesamt Zufallsvariable sein. 

Die bei den soeben skizzierten Wege, deterministische Ersatzprobleme 
zu formulieren, stehen nicht völlig isoliert nebeneinander, sondern sie 
können sogar unter bestimmten Voraussetzungen ineinander überführt wer- 
den. Die Entsprechung" der Probleme wird schon intuitiv sichtbar, wenn 
man sich vor Augen hält, daß sowohl die Erhöhung der "Kcmpensations- 
kosten" , q, als auch die Erhöhung der Wahrscheinlichkeiten mit denen 
die Erfüllung der Nebenbedingungen gefordert wird, zu einer "Verschär- 
fung" der Nebenbedingungen führt. 
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Bisher wurden lediglich Wege skizziert, "sinnvolle" Interpretationen bzw. 
Prc±>leirfaEmilierungen für stochastische Progrämnderungsaufgaben zu geben. 

Dies ist eigentlich eine Aufgabe der Entscheidungsthecrie . Ein weiteres 
Problem besteht nun darin, für diese neuen Prob lemf ormulierungen numerisch 
die Verteilungsfunktionen bzw. die optimalen Lösungen zu finden. Selbst 
wenn man die Betrachtung auf Prcblemstellungen des Types (2) ("lineares 
stochastisches Programmierungsproblem") beschränkt, so muß leider festge- 
stellt werden, daß weder für das Verteilungsproblem noch für die determini- 
stischen Entscheidungsersatzprobleme allgemein anwendbare Lösungsmethoden 
vorgeschlagen werden konnten. 

Beim Verteilungsprob lern wurden von verschiedenen Autoren spezielle Annah- 
men bezüglich der Problemstruktur gemacht, wodurch wenigstens approximative 
Bestimmungen der Verteilungsfunktionen des optimalen Wertes der Zielfunktion 
bzw. die Berechnung möglicher Intervalle für diese Werte gelangen. (Siehe 
hierzu Bühler + Dick [8 3 ) 

Auch bei der Chance-Constrained Formulierung sind einschränkende Annahmen 
nötig, falls numerische Ergebnisse erzielt werden sollen. So bestimmte man 
für konstante Koeffizientenmatrizen A und unter der Voraussetzung, daß die 
Entscheidungsfunktion (funktionale Abhängigkeit der Ents cheidungs variablen 
z.B. von den b^) linear ist, die Parameter dieser Entscheidungsfunktion. Für 
normal verteilte b und bei Maximierung der Erwartungswerte der Zielfunktion 
konnte dies mit konvexem bzw. quadratischem Programmieren geschehen (siehe 
[12], [ll], [8]). 

Bei diskret verteilten stochastischen Koeffizienten konnte das Problem (2) für 
die Kcmpensationsformulierung als lineares Programmierungsproblem formuliert 
werden, dessen duales Problem für kleinere Probleme mit einer Dekanpositions- 
methode des linearen Programmierers lösbar ist [13]. 

Sind nur b und c stochastisch und diskret verteilt, so kann die Lösung mit 
Hilfe der linearen Programmierung und einer upper-bound-Technik erfolgen { 37 ) . 

Für stetig verteilte A und b können Gradientenverfahren oder Verfahren des 
quadratischen Programmiereris angewandt werden. Außerdem wurde für die Lösung 
von Kcmpensationsprob lernen ein geeignetes Schnittebenenverf ahr en bereits 
1969 entwickelt [ 28 ] . 

Anwendungen des stochastischen Programmierens in der Praxis sind bis Ende der 
sechziger Jahre nur vereinzelt bekannt geworden. Dies ist m.E. zum Teil durch 
den Stand der vorhandenen Methoden und zum Teil dadurch zu erklären, daß man 




47 



sidi an vielen Stellen in der Praxis, an denen diese Methoden angewandt wer- 
den könnten, weder der Problematik der Entscheidungsfällung bei Ungewißheit 
noch über die Hilfsmittel zu ihrer Lösung genügend bewußt ist. Im folgenden 
soll nun versucht werden, die Entwicklung der letzten drei Jahre auf dem Ge- 
biet der stochastischen Prqgraimderung zu umreißen. Hierbei sollen der besse- 
ren Übersicht halber die drei interessanten Aspekte: die Problemf ornailierung , 
die Lösungsnföthoden und die praktische Anwendung stochastischer Prograninierung 
getrennt dargestellt werden, selbst wem diese Aspekte nicht immer klar ge- 
trennt werden körnen. 



II. Prcblemfcemlierungen und allgemeine Theorie des stochastischen Program- 
mierens 



In vier Richtungen sind m.E. in den letzten Jahren Fortschritte erzielt wor- 
den: 

1. Die Entwicklung von Tests bezüglich der Lösbarkeit, Optimalität und Zuver- 
lässigkeit bei Kempens ationsprob lernen . 

2. Die Erweiterung der für Nornalverteilungen vorliegenden Ergebnisse auf 
andere Verteilungen. 

3. Ein stärkeres Herausarbeiten und Benutzen der Gemeinsamkeiten der Chance- 
Constrained- und Kcnpensationsfcrmlierung. 

4. Arbeiten auf dem Gebiet der nichtlinearen stochastischen Programmierung . 

Zu 1. 

Gerade bei stochastischen Programmierungsproblemen ist die Frage, ob das 
eigentliche Problem oder die entsprechenden Ersatzprobleme überhaupt lösbar 
sind bzw. ob gewisse Lösungen zulässig sind, oft recht schwierig zu beantwor- 
ten. Während Wets [36] , Garstka [l9j und Ziemba [ 40 ] Fragen dieser Art für 
Kcmpensationsprob lerne untersuchen, formuliert Bawa [ 3 *] relativ einfache Be- 
dingungen dafür, daß das deterministische Ersatzproblem eines Chance- 
Constrained Problem mit stochastischer rechter Seite Konkavitätsbedingungen 
erfüllt, die für die numerische Lösung außerordentlich wichtig sind. Ausgehend 
von dem Problem 

Min Z = c ! x 

so daß Ax - b ^ 

t. = six i£l 

H(t) ^ Ot 



x - 0 
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wobei H(t) = P -{t^ - i£ i} die gemeinsame Wahrscheinlichkeitsvertei- 
lung der stochastischen Variablen ß^ ist, beweist er für den Fall unabhängi- 
ger stochastischer variabler ß^, die zwar gleiche Verteilungsfunktionen aber 
verschiedene Mittelwerte und Fornparameter 0^ haben, die Konkavität von 
H(t) . 

Da£ ! - Problem lautet also 

Min Z s c f x 

so daß Ax * b (8) 



(s f x-R.) 

^ --VT-’ i£l 

H(t) = TTe i F i (t i ) i 
x i o 



Er zeigt, daß Konkavität für alle Verteilungsfunkticarien F(t) mit streng 
unimodularen Dichtefunktionen gilt, d.h. für alle Dichtefunktionen mit den 
Eigenschaften : 

1. ) Sie müssen zweimal differenzierbar sein. 

2. ) 3 0<« 1 <1, 3f(x) nicht steigend und log f(x) ist konkav für 

x * x(Q^) , wobei x(Ä^) die oC^-Fraktile der Verteilungsfunktion 
F(x) ist. 



Zu 2. 

Vor allem bei Chance-Constrained Formulierungen mit vargeschriebenen Wahr- 
scheinlichkeiten für die Einhaltung von Nebenbedingungen unterstellt man 
bisher überwiegend aus rechnerischen Gründen, daß die stochastischen Koeffi- 
zienten in A, b oder c normal verteilt sind. Nun gibt es eine ganze Anzahl 
praktischer Anwendungsfälle (z.B. Investitionsprobleme , Zuteilungsprcbleme 
etc. ) , in denen sinnvollerweise sowohl die Koeffizienten von A als auch von 
b nicht-negativ sein sollten, was die Verwendung von Verteilungen mit nicht- 
negativen Wertbereichen erfordert. 

Sengupta [26] untersucht nun die Konsequenzen des Ersatzes der bisher üb- 
lichen Normalverteilungsprämisse durch die Annahme von exponentiell verteil- 
2 

ten oder der X -Verteilung gehorchenden Koeffizienten. Hierdurch wird es 
zwar auf der einen Seite möglich, Vertrauensbereiche für verschiedene Werte 
der Zielfunktion zu bestimmen, auf der anderen Seite wird die numerische Lö- 
sung der Probleme erheblich erschwert. Lösungen können zwar teilweise noch 
immer mit Methoden des nichtlinearen PrHpgrammierens (vor allem "generalized 
polincmial progranrning") erreicht werden; die ebenfalls von Sengupta {26j 
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vorgeschlagenen Näherungs verfahren sind jedoch sicher hier besonders wün- 
schenswert. 

Zu 3. 

Bekanntlich haben sowchl die Kcnpensationsforaulie als auch die Chance- 
Constrained Formulierung des stochastischen Progranmiermgsprcbleins sowohl 
ihre Stärken als auch ihre Schwächen: während beim Kcnpensaticnsprcölem die 
explizite Festlegung der Anpassungskosten Schwierigkeiten bereiten und die 
dann insgesamt gegebene Information nur unvollständig ausgenutzt wird (i.a. 
wird nur der Erwartungswert der Zielfunktion minimiert) , läßt sich die Chance- 
Constrained Formulierung bei stetigen Verteilungen nicht auf Gleichungsneben- 
bedingungen anwenden, ist nur in wenigen Fällen numerisch lösbar und garan- 
tiert nicht einnal, daß die optimale Lösung nach Realisation der Zufalls- 
größen zulässig ist. 

Es ist daher nicht verwunderlich, daß man versucht hat, durch eine Kaitoina- 
tion beider Modellformulierungen deren Nachteile wenigstens teilweise auszu- 
schalten. So fonruliert Bühler N ein solches "gemischtes" Modell als 
Wahrs cheinHchkeitsmaximier ungs- und als Fraktilen-Minimierungsmodell, für 
die die Existenz optimaler Lösungen bewiesen wird. Für eine Approximation 
des Modelles wird bei konstanter Matrix A gezeigt, daß für statistisch unab- 
hängige b und c und statistisch unabhängige Komponenten von b ein äquivalen- 
tes sepanables Programmier ungsprob lern besteht. Für Gleichungsnebenbedingungen 
ergibt sich für die meisten praktisch interessanten Verteilungen ein konvexes 
quadratisches Programmierungsproblem als deterministisches Äquivalent. 

Einen m.E. äußerst interessanten Beitrag zu dem hier besprochenen Problem- 
kreis lieferten Dinkelbach und Dürr [l6] , indem sie auf den Zusammenhang 
zwischen stochastischer Programmierung und Vektorprcgrammierung einerseits 
und auf die Möglichkeit der Verwendung mehrerer Zielfunktionen gleichzeitig 
hinwiesen. 

So zeigten sie z.B. ,daß unter gewissen Voraussetzungen die vollständigen Lö- 
sungen (Menge aller effizienten Lösungen) eines alternativ als Kcmpensaticos- 
prcölem und als Chance-Constrained Problem formulierten stochastischen 
linearen Prpgrammierungsproblems gleich sind. Ihre Überlegungen können sowchl 
zu einem tieferen Verständnis des Zusammenhanges zwischen den verschiedenen 
Formulierungen des stochastischen Programmierungsproblems führen als auch 
Wege zu ganz neuen Formulierungen und Lösungsmöglichkeiten bieten. In der 
gleichen Richtung geht ein Beitrag Bereanu* s , der einen Zusammenhang zwi- 
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Als eine weitere naheliegende Möglichkeit der Erweiterung bisheriger Formu- 
lierurigen bietet sich die Erweiterung von der linearen Formulierung des Aus- 
gangsprcblems auf nicht lineare stochastische Programmierungsprcbleme an. Man 
kann zwar durchaus geteilter Meinung darüber sein, ob beim jetzigen Stand 
der Entwicklung der "linearen” stochastischen Programmierung bereits eine 
Analyse nichtlinearer Ursprungsprobleme erfolgen sollte. Es ist jedoch nicht 
auszuschließen, daß angebotene Problemlösungen für nichtlineare Ausgangspro- 
bleme evtl, die Möglichkeiten praktischer Anwendbarkeit erhöhen können, und 
daß sich der numerische Aufwand zur Lösung nichtlinearer Ausgangsprobleme in 
speziellen Fällen gar nicht wesentlich vom Aufwand zur Lösung entsprechender 
linearer Ausgangsprobleme unterscheiden muß, (was im allgemeinen sicherlich 
der Fall sein wird) . Erfolgsversprechende Ansätze der letzten Jahre auf dem 
Gebiet der nichtlinearen stochastischen Prpgraimiierung sind beschränkt auf 
stochastisches geometrisches Programmieren (Avriel und Wilde [l]),auf die Be- 
trachtung nicht linearer Straf funkt ionen (Williams [38] und Parikh [ 22 ] ) und 
auf die Betrachtung stochastischer dynamischer Programme (Zienba [41] ) . So- 
wohl die vorliegenden Ergebnisse als auch die bekannt gewordenen Beschäfti- 
gungen mit diesen Gebieten sind jedoch bei weitem zu wenig wichtig um schon 
von einer beginnenden Forschung auf dem Gebiet nichtlinearer stochastischer 
Programmierung sprechen zu können. 



III. Lösungsmethoden 

Es wurde schon darauf hingewiesen, daß beim stochastischen Programmieren er- 
hebliche Schwierigkeiten bei der numerischen Lösung der Probleme bestehen. 

Dies gilt für das Distributicnsprcblem genauso wie für die Chance-Constrained- 
oder Kaipensationsformilierung. Es ist daher nicht überraschend, daß die 
meisten Veröffentlichungen der letzten Jahre auf diesem Gebiet Vorschläge da- 
für enthalten wie man - meist spezielle - Fälle der stochastischen Program- 
mierung numerisch besser lösen kann. 

Die Tatsache, daß Algorithmen zur Lösung nichtlinearer Programmierungspro- 
bleme im allgemeinen noch nicht effizient genug sind, um große Probleme mit 
wirtschaftlich vertretbarem Aufwand lösen zu können, hat wohl dazu geführt, 
daß sich die meisten Autoren bemühen, lineares Programmieren in der einen 
oder anderen Form zu benutzen. 

Gewisse Ansätze dieser Art sind schon recht alt. So schlug bekanntlich Vajda 
[ 32 ] schon in seinem 1961 erschienenen Buch "Mathenatical Programming” die 
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Bestimmung des möglichen Intervalles des optimalen Wertes der Zielfunktion 
von stochastischen linearen Programmen, für deren Koeffizienten obere und 
untere Grenzen bekannt sind, durch die Lösung zweier deterministischer 
linearer Programme vor. In der gleichen Richtung liegen die Vorschläge 
Beneanus [¥) , mit Hilfe der parametrischen linearen Programmierung das Ver- 
teilungsprcblem für lineare Programme mit stochastischer Zielfunktion zu 
lösen und der Vorschlag Wilsons [39] , für spezielle ganzzahlige lineare 
Progranrae (Transportprcbleme mit stochastischem Anforderungsvektor) durch 
lineare Approximationen und Anwendung entweder des normalen Transport algo- 
rithnus oder von Primal-Dual-Hethoden obere und untere Schranken für die 
optimalen Transportmengen zu bestimmen. 

3 m Grunde genommen wird die Aufgabenstellung auch dann auf lineares Program- 
mieren zurückgeführt, wenn Draganirescu [is] das "MinimumTMsk Model” 
(maximiere die Wahrscheinlichkeit, einen bestimmten Gewinn zu erreichen) 
mit normalverteilten Koeffizienten der Zielfunktion auf ein deterministi- 
sches parametrisches quadratisches Problem zurückführt, das schließlich 
mit Hilfe des Wolfe' sehen Algorithmus zur Lösung quadratischer Programme 
gelöst wird. Drei weitere Lösungsansätze, die alle* entweder ausschließlich 
deterministisches lineares Programmieren benutzen oder wenigstens zu einem 
wesentlichen Teil darauf basieren, sind erwähnungswert 2 
Zinn und Foote [45] schlagen zur Lösung des Verteilungsprcblems von Pro- 
blemen mit stochastischen Koeffizienten der Zielfunktion die Benutzung der 
Simplexmethode vor, in der die Regel zur Auswahl der auf zunehmenden 
Variablen gegenüber der normalen Simplexmethode äbgeändert wird. Sie be- 
schäftigen sich also mit Problem ( 2 ) unter den zusätzlichen Annahmen, daß die 
Komponenten des Vektors c stochastisch sind und daß deren Verteilungsfunk- 
tionen bekannt sind. Damit besteht das Problem im wesentlichen darin, die 
Wahrscheinlichkeit dafür zu bestimmen, daß eine zulässige Basislösung auch 
optimal ist. Bekanntlich ist die Bedingung für Optimalität eine Lösung des 
Problems ( 2 ) , daß für alle Nicht-Bas is variable (Cj-CgB a^) - 0 gilt, wobei 

c„ der Vektor der Zielkoeffizienten der in der Basis befindlichen Variablen, 

-1 . 

B die Inverse der aktuellen Basis und a^ die j-te Spalte des Ausgangs- 
tableaus ist. 

Die Mange = (°l (Cj-CßB-^j) *°} ist daher der Bereich in dem eine be- 
stimmte Basis i optimal ist, und über dem die Verteilungsfunktion F^(Z) zu 
bestimmen ist. 
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Die Autoren ersetzen nun die normale Simplex Aufhahmeregel (c^-CgB a^) 
durch die Pegel 



>h- 






) > 



0 



>0 



> 0 

(9) 



und bestimmen die Verteilungsfunktion des optimalen Zielfunktionswertes, 
indem sie mit Hilfe des modifizierten Simplexalgorithmus alle (endlich 
vielen) zulässigen Basislösungen bewerten. 

Die Aufhahmeregel wird zwar dadurch aufwendiger, jedoch scheint der varge- 
schlagene Algorithmus je nach vorliegender Verteilung der Koeffizienten 
auch zur Lösung größerer Probleme geeignet zu sein. Explizit wird er nur für 
unabhängige exponentiell verteilte Koeffizienten angegeben. Dafür wird auch 
eine Form des Algorithmus angegeben, die für stochastische rechte Seite 
anwendbar ist. 



Werner [35^ schlägt zur Lösung des Kcnpensationsproblems mit spezieller 
Struktur des Notprqgrammes und bei Vorliegen diskreter Wahrscheinlichkeits- 
verteilungen einen Lösungsansatz aufgrund des Dekcmpositionsprinzips von 
Dantzig und Wolfe vor. Werner zeigt, daß sein Algorithmus endlich ist, und 
daß man ebne die Verwendung von oberen Grenzen bei der Lösung des Hauptpro- 
gramnes auskeumt, was die Effizienz des Algorithmus erhöht. Numerische Er- 
gebnisse für größere Probleme liegen meines Wissens jedoch nicht vor. 

Garska und Rutenberg [20J schließlich gehen von van Slyke-Wets-Algorithmus 
für diskrete stochastische Kbmpensationsprobleme [28^ aus und verbessern die 
dritte Stufe des Algorithmus in Bezug auf Lösungsaufwand . Im Algorithmus 
von van Slyke und Wets wird in den ersten beiden Stufen je ein speziell 
strukturiertes lineares Programm gelöst, während in der dritten Stufe, in 
der die Variablen des Notprtgramrnes mit Hilfe dualer Variablen daraufhin 
untersucht werden, ob sie Teil einer optimalen Lösung sind, oder ob eine 
Änderung der Entscheidung? variablen der ersten Stufe erfolgen muß. Diese 
dritte Stufe bedingt die Lösung einer überaus großen Anzahl linearer Pro- 
gramme, die die Anwendung auf große Probleme mit vielen stochastischen Ele- 
menten verbieten dürfe. Garska und Rutenberg schlagen nun für diese dritte 
Stufe Suchalgorithmen vor, die eine wesentliche Erhöhung der Effizienz er- 
warten lassen. Die angegebenen Rechenzeiten beschränken sich allerdings auf 
Basen bis zur Größe 9x9, was für Probleme realistischer Größe bei weitem 
nicht ausreichen dirfte. Schon hier werden Rechnerzeiten von bis zu 18o sec 
angegeben. 
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Trotzdem scheinen zur Lösung von stochastischen Pro g r a m m en neben Algorithmen 
des deterministischen linearen Prnpgranmerens kaibinatorische Sudialgorithmen 
am erfolgversprechendsten oder wenigstens am beliebtesten zu sein. So haben in 
den letzten 2-3 Jahren einige Autoren Suchalgorithmen - meist kcnbinatori- 
scher Art - zur Lösung der verschiedenen Formen stochastischer linearer Pro- 
gramme vorgeschlagen. 

Weisman und Holzman [ 34 ] benutzen zur Lösung von technischen Kcnstrukticnspro- 
blemen 9 die als spezielle KScnpensaticnsprobleme formuliert werden können, eine 
Suchtechnik, die von Hocke und Jeeres als "pattem search" im Jahre 1961 ver- 
öffentlicht wurde, und die sich besonders für die vorliegenden Prcblemstruk- 
turen zu eignen schien. Diese Problemstrukturen waren besonders dadurch ge- 
kennzeichnet, daß die stochastischen Elemente der Probleme gut durch Mittel- 
wert und durch im Verhältnis zum Mittelwert kleine Varianzen charakterisieren 
ließen. An späterer Stelle soll hierauf in Zusammenhang mit Anwendungen der 
stochastischen Programmierung noch einmal eingegangen werden. Bemerkenswert 
ist besonders, daß Weisman und Holzman von vorhandenen Rechnerprogranmen für 
die CD 6600 und IBM 360 berichten, die Probleme mit bis zu 50 Entscheidungs- 
variablen, 50 technologischen Koeffizienten und 20 verletzbaren Nebenbedingun- 
gen lösen können. Für typische Kcnstruktionsprchleme der Größenordnung 12 
Entscheidungsvariable und 8 verletzbare Nebenbedingungen lagen die Rechner- 
zeiten zwischen 1 und 5 Minuten. 

Pollatschek und der Autor des vorliegenden Aufsatzes schlugen ebenfalls Such- 
algorithmen zur Lösung des Verteilungsprcblems von stochastischen 0/1-Pro- 
blemen vor, die auf der Grundlage Boole* scher Algebra die Verteilungsfunk- 
tionen des optimalen Wertes der Zielfunkticn bei stochastischen Koeffizien- 
ten der Zielfunkticn und/oder des Beschränkungßvektors eimittein [42, 43, 

44] . 

Hierzu werden zunächst mit Hilfe von modular aufgebauten Suchalgorithmen die 
Bildungsbereiche des Beschränkungsvektors b bestiimit , die zu bestimmten Wer- 
ten der Zielfunkticn führen. Für einen 3-dimensionalen Vektor b könnte dieser 
Raum wie folgt anssehen: 




Bei stochastischem b und c wird der für nur stochastische b bestimmte Bil- 
dungsbereich so in Teilbereiche zerlegt, daß jeder Teilbereich die gleichen 
zuverlässigen Basis lösungen hat. Eine solche Zerlegung könnte wie folgt aus* 
sehen: 

4 

Problem: Max Z = > c.x. 

j=l 3 ^ 

so daß -9x 1 + x 2 “3x 3 +8x 1+ ='b^ 

-4x 1 +5x 2 “6x 3 -6x 4 = b 2 

x ^ = 0 oder 1 

E(b. )=-1.5 , E(c. )=5 , Var (c . ) = Var (b . ) =0 , 5 
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Zur Bestimmung der Verteilungsfunktion im 1. Fall (stoch, b) werden dann 
die Verteilungsfunktionen der b auf die entsprechenden Bildingsbereiche ab- 
gebildet. Analqg wird im 2. Fall (stoch, b und c) vorgegangen, wobei für 
beide Fälle gute Schranken zur approximativen Ermittlung gesuchter Wahr- 
scheinlichkeiten angegeben werden. 

Audi für diese Algorithmen liegen Rechnerprogranme vor, deren Effizienz zur 
Zeit mit anderen möglichen Ansätzen verglichen wird. 

Sowchl Smith [ 29 ] als auch Barron \ 2 \ schlagen jeweils in Zusammenhang mit 
bestimmten Anwendungen stochastischen Programmierers , über die noch zu 
sprechen sein wird, Suchalgorithmen vor, auf deren einzelnen Stufen jeweils 
lineare Programme zu lösen sind. 

Während Barren sich mit einer Chance-Constrained Formulierung von Investi- 
ticnsprcblemen mit endlicher Anzahl von Unweltzuständen beschäftigt und bei 
seinem kassatorischen Suchalgorithmus direkt die Lösungen linearer Pro- 
gramme vergleicht, benutzt Smith bei seiner umfassenderen Problemstellung 
aus dem Gebiet der Regionalplanung zwar auch die Chance-Ccnstrained Formulie- 
rung, bestimmt aber zunächst durch Umformung der Wahrscheinlichkeitsneberibe- 
dingungen Entscheidungßregeln verschiedener Ordnung, die dann zusammen mit 
dem Lösen von deterministischen linearen Programmen im Suchalgarithmus ver- 
wendet werden. Die erhaltenen Lösungen stellen gute Näherungs lösungen für das 
Ausgangsprcblem dar. 

Zu erwähnen ist schließlich der Ansatz Böhlers , der zur Lösung eines 
Kcmpensaticnsproblems , das als Formulierung eines speziellen Investitions- 
problems interpretiert wird, ein Bisekticns verfahren vorschlägt. 



IV. Anwendungen 

Es ist bereits des öfteren angeklungen, daß "Anwendungen” bis jetzt das Ge- 
biet des stochastischen Programmierens sind, auf dem am wenigsten vorzuweisen 
und noch am meisten zu tun ist. Selbst wenn am Anfang des stochastischen Pro- 
grammierers Anwendungen standen, men denke z.B. an die Anwendungen Dantzig’s 
auf stochastische Transportprobleme, so ist wehl leider nicht zu bestreiten, 
daß sie besonders auf diesem Gebiet bei weitem zu kurz gekommen sind. 

Die Gründe hierfür sind kaum in nicht vorhandenen praktischen Problemstel- 
lungen zu suchen, denn streng genommen enthalten wohl die meisten der in der 
Praxis mit linearem Programmieren gelösten Problemstellungen stochastische 
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Elemente. Der Grund scheint vielmehr zun einen darin zu liegen, daß stocha- 
stische Formilierungen vcn Problemen in der Praxis noch nicht allzu populär 
sind , und zum anderen im Fehlen effizienter Lösungßmethoden und Rechnerpro- 
gramme. 

Auch mag die Zusammenarbeit zwischen denen, die sich mit den Methoden des 
stochastischen Programnierens beschäftigen, d.h. meist Angehörigen von Hoch- 
schulen und wissenschaftlichen Instituten, und denen, die stochastische Pro- 
grarniderungsprobleme haben, d.h. also Praktikern, durchaus verbesserungsfähig 
sein. Hierfür spricht unter anderem, daß die Autoren die ihre Vorschläge ent- 
weder an "praktischen Problemen" illustrieren oder aber durch angebliche Be- 
lange der Praxis rechtfertigen, lediglich "fiktive Fälle” anbieten können 
J5, 10, 30, 39] . Verweise auf tatsächliche piektische Anwendungen fehlen 
fast durchweg. Selbst Veröffentlichungen, die durchaus praktisch orientiert 
sind, wie Weisman und Holzmann*s "Engineering Design Optimization under Risk" 
(34] , und die m.E. durchaus praktikable Vorschläge bringen, begnügen sich 
mit einem oder wenigen "illustrativen Problemen" , die wenigstens den Effekt 
haben können, zu wirklichen Anwendungen anzuregen. In den letzten 2 Jahren 
scheint mir eine einzige "echte" Anwendung in der Literatur erschienen zu 
sein, nämlich der Aufsatz von Smith [29] • Es soll jedoch nicht verkannt wer- 
den, daß Beiträge wie der von Bereanu [5^, Weismann [34J und evtl. Streitferd 
§0) scwchl vcn der methodischen Seite als auch vcn der Seite der Problemfor- 
mulierung her direkt praktische Anwendungen des stochastischen Prpgrairmierens 
aus lösen oder befruchten könnten. 

V. Ausblick 

Man übertreibt kaum, wenn man die stochastische Progrannderung als ein Gebiet 
bezeichnet, das sich sowohl in Bezug auf Fcrnulierung als auch besonders in 
Bezug auf die nunerische Lösung und die Anwendung noch in den Anfängen befin- 
det. Wenn man jedoch bedenkt , daß vcn den inzwischen erschienenen fast 300 
Veröffentlichungen auf diesem Gebiet ca. 40 in den letzten drei Jahren er- 
schienen sind, so kann man darauf schließen, daß vcn verschiedenen Seiten ver- 
sucht wird, die Entwicklung der stochastischen Programmierung voranzutreiben. 
Fortschritte sind m.E. in folgenden Richtungen zu erhoffen und zu erwarten: 

Die entscheidungstheoretische Arbeit auf dem Gebiet der Formulierung könnte 
sowohl zu einer engeren Vermischung mit der freilich auch nicht allzuweit 
fortgeschrittenen vektorie llen Programmierung als auch mit der statistischen 
Entscheidungstheorie führen. 
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So könnte z.B. die Einbeziehung der in statistischen Testverf ähren üblichen 
zwei Fehlertypen in die Formulierung stochastischer Progrannderungsprchlenie 
zu nützlichen operablen Entscheidungsregeln führen. Es wäre auch zu überlegen, 
inwieweit über die in der stochastischen Programmierung weitgehend benutzten 
Erwartungswert-, Varianz- und Fraktilkriterien hinaus andere Entscheidungsre- 
geln, wie z.B. die Savage-Niehaus-Regel , zu sinnvollen Fconoulierungen führen 
können. 

Weitere, sich bereits abzeichnende Fortschritte sind in der «^manischen, also 
mehrstufigen, stochastischen Programmierung zu erwarten, bei der, ähnlich wie 
beim dynamischen Programmieren, Komplikationen durch den stochastischen Cha- 
rakter der Probleme u.U. leichter zu überwinden sein mögen. 

In Bezug auf effiziente Lösungstechniken ist das stochastische Programmieren 
verständlicherweise unlösbar mit den Algorithmen der nichtlinearen Program- 
mierung verbunden. Außer durch Fortschritte auf diesem Gebiet sind Verbesse- 
rungen lediglich durch, evtl, heuristische, Apprcodmationstechniken und dar 
durch zu erwarten, daß bestehende Algorithmen für die lineare besonders para- 
metrische Programmierung * in stärkerem Maße genutzt werden. 

Die Existenz gpter EDV-Prpgranme auf diesem Gebiet könnte die Arbeit wesent- 
lich erleichtern. Es ist weiterhin zu erwarten, daß zunehmend spezielle Fälle 
der stochastischen Prxpgrammierung, wie diskrete Entscheidungßvariable , spe- 
zielle Eigenschaften der stochastischen Koeffizienten etc. gelöst werden 
können. 

Auf dem Gebiet der Anwendung schließlich scheinen folgende Bereiche besonders 
erfolgversprechend zu sein: 

1. Das Gebiet der Steuerung und Kontrolle wegen des sequentiellen Charakters 
der hier zu fällenden Entscheidungen. 

2. Technische Anwendungen, da man hier oft mit wenigen Entscheidungsvariablen 
auskaisnt und die Anwendung der vorhandenen Lösungstechniken daher eher 
wirtschaftlich vertretbar ist. 

3. Grundsatzentscheidungen großer Reichweite , wie z.B. Entscheidungen der 
Untemehmenspolitik, der Entwiddungs- o. Regicnalplanung etc. , da hier 
oft bereits Strukturaussagen sehr wertvoll sind und da hier Fehlentschei- 
dungen, wie sie auch aufgrund der Annahme deterministischer Zusammenhänge 
entstehen können, besonders schwerwiegend sind. 

Der Erfolg besonders auf dem letzten Gebiet, wird in hohem Maße von einer Zu- 
sammenarbeit von Theoretikern und Praktikern abhängen. 
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Verfahren zur Berechnung optimaler Farbrezepturen 
¥. Hahn, Karlsruhe 



1. Problemstellung 

Um Kunstfasern oder allgemeiner Kunststoffe nach einer gegebenen Farbvorlage 
V, deren Zusammensetzung nicht bekannt ist, herzustellen, hat man Farbstoffe 
FSp...,FS k auszuwählen und deren Pigmentanteile Up...,u k in einem 
Trägermaterial T so zu bestimmen, daß eine Mischung der Pigmente mit 
dem Trägermaterial die gegebene Vorlage möglichst getreu nächsten t. 

Das Tupel (T, F$p...FS k , Up...,u k ) heißt dann Farbrezeptur. Folgende 
Teilaufgaben entstehen bei der Berechnung einer Farbrezeptur: 

1. Bestimmung der Anteile u = (Up...,u k ) bei bekannten Farbstoffen FSp. . . ,FS 
durch ein Verfahren der nichtlinearen Optimierung, wobei eine Nähe- 
rungslösung u° bekannt sei. 

2. Berechnung einer Näherungslösung u° mit Hilfe linearer Optimierung. 

3. Lösung des Auswahl problems, d.h. Ermittlung der besten Kombination 
von k Farbstoffen aus einer Palette von p Farbstoffen mit Hilfe 
binärer Optimierungsaufgaben. 

2. Physikalisches Modell 

Eine genaue Beschreibung der zugrundeliegenden physikalischen Modelle ist 
in [2] zu finden. Ist Ry(x) die Remission der Vorlage V für alle x 
aus dem Bereich des sichtbaren Lichtes I und R u (x) diejenige der Mi- 
schung mit den Konzentrationen u = (Up...,u k ), so sollte Ry « gelten. 

R u (x) hängt von u in einer nichtkonvexen stark nichtlinearen Weise ab. 

3. Bestimmung der Anteile u = (Up...,u k ) bei vorgegebenen Farbstoffen 

FSj, — ,FS k 



Ziel der Berechnungen ist es, Anteile u x so zu bestimmen, daß für 
Farbdifferenz FD und Metamerie M gilt: FD (V,u x ) < und M(V,u X ) < e 2 
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gilt. Hierbei sind problemabhänglge Parameter, mit denen sich 

die Güte der Nachstellung steuern läßt. Da sich beide Bedingungen 
nicht immer simultan erfüllen lassen, bestimmt man u* als lokal 
optimale Lösung der folgenden Aufgabe 

min (M(V,u) | FD(V,u) < (1) 

Zur Lösung dieser Aufgabe wurde folgende Prozedur erfolgreich ange- 
wandt ^ 

(1) Löse min {FD(v,u)| M(V,u) < e Q } durch MAP 2 ^. Ist FD(V,u) < 
gehe zu 2. Andernfalls existiert keine für (1) zulässige 
Lösung. 

(2) Löse min (M(V,u)| FD(V,u) < ej) durch MAP. Stop, sofern 
M(V,u) < erreicht wurde. 

Hierbei wird e Q so gewählt, daß das Optimierungsproblem in (1) zulässige 
Punkte besitzt. 

Das hier beschriebene Verfahren kann verwendet werden, sofern eine 
Näherungslösung u° bekannt ist. 

4. Berechnung einer Näherungslösung 

Transformation der Remissionswerte nach der Kubelka-Munk Theorie und 
Diskretisierung des Intervall es I führt auf folgende Optimierungs- 
aufgabe 



min {ve R + | 1 1 Bu + b \ \ m <l v, 0 < Uj < 1} (2) 

Diese Aufgabe ist äquivalent an einer linearen Optimierungsaufgabe, 
für die eine dual zulässige Lösung stets vorliegt. In vielen Fällen 
liefert die optimale Lösung von (2) bereits eine e-optimale Lösung 
der Aufgabe (1). 

5. Lösung des Auswahl prob! emes 

Ein Auswahl problem in der Farbrezepturberechnung besteht darin, aus einem 
Sortiment von p Farbstoffen die zur Nachstellung beste Kombination 
von k Farbstoffen auszuwählen. Die Auswahl nach farblichen Kriterien 
allein führt auf eine gemischt-multiplikativ-binäre Optimierungsaufgabe 
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m1n{ve R + |||B diag su + b||„ < v, 0 < u j <1, = k,s E {<*l} p } (3) 

M‘111 man bei der Auswahl neben farblichen auch Kostenkriterien 
berücksichtigen, ersetzt man in (3) die Zielfunktion durch 

c diag su + dv (4) 



wobei c e R p der Kostenvektor für die Farbstoffe und d > 0 ein Wichtungs- 
koeffizient für die Straffunktion v ist. 

Ein Lösungsverfahren zur Lösung derartiger Aufgaben wurde in [3] und 
[4] entwickelt. 
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Lösungsansätze zum Entscheidungsproblem des 
Satisfizierers bei mehrfacher Zielsetzung 

H. Hermann, Regensburg 



Multi-criteria decision problems of a satisficer are the main 
issue of this paper. A multi-criteria decision problem, a 
general solution concept and several compromise programs are 
introduced. Finally some relations between a multi-criteria 
decision problem of a satisficer and a multi-criteria decision 
problem of the maximizer are stated. 

1. Einleitung 

In jüngster Zeit haben Entscheidungsprobleme bei mehrfacher Ziel- 
setzung in den Wirtschaftswissenschaften eine größere Aufmerksam- 
keit erfahren (vgl. JOHNSEN [1968]; COCHRANE-ZELENY [1973]). Die 
Diskussion der Zielproblematik hat sich jedoch bisher ausschließ- 
lich auf einen Entscheidungsträger konzentriert, dessen Wahlver- 
halten nicht durch Sättigungserscheinungen bezüglich der verfolg- 
ten Zielsetzungen gekennzeichnet ist, also jenen Entscheidungs- 
träger, der das Ausmaß der Zielerreichung zu extremieren sucht, 
den Optimier er bzw. Maximier er. 

Die sozialpsychologisch fundierte Theorie des Anspruchsniveaus 
(vgl. z.B. LEWIN-DEMBO-FESTINGER-SEARS [1944]) konstatiert ein 
Wahlverhalten, das Sät tigungs er scheinungen bezüglich der verfolg- 
ten Zielsetzungen impliziert. Dieses Wahlverhalten hat SIMON [1957] 
durch den Begriff des Satisfizierers in die Wirtschaftswissen- 
schaften eingeführt, nicht zuletzt deshalb, weil er der Ansicht 
war, daß bereits durch Angabe eines Anspruchsniveaus des Entschei- 
dungsträgers Zielkonflikte gelöst werden können (vgl. SIMON 
[1957]» S. 250-252). Die weiteren Ausführungen werden jedoch 
veranschaulichen, daß auch der Satisfizierer mit Zielkonflikten 
konfrontiert sein kann und somit Ansätze zur Lösung des Entschei- 
dungsproblems bei mehrfacher Zielsetzung auch für den Satisfizie- 
rer notwendig sind. 
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Im folgenden bezeichne X e (N e $) die Alternativenmenge des 
Entsehfcidungsträgers und z(x) = (z^Cx) , . . . ,Zj(x) ) eine (vektor- 
wertige) Funktion mit J > 1; z . (x) sei die j-te vom Ent s eheidungs - 

j " % \ 

träger verfolgte Zielfunktion (j = 1, # . . ,J) . ' 

2. Das Entscheidungsproblem des Satisfizierers bei mehrfacher 
Zielsetzung 

Der Satisfizierer spezifiziert bezüglich jeder Zielfunktion z . ( x ) 

_ J ”* 

ein nicht zu unterschreitendes Zielniveau z. (j. = 1,...,J), so 

— _ _ m J 

daß der Zielniveauvektor z = (z^,...,Zj) die Alternativenmenge X 
in zwei disjunkte Teilmengen, in die Menge der befriedigenden Al- 
ternativen X b := (x e X | z(x) >_ z} und in die Menge der nicht be- 
friedigenden Alternativen X u := (x e X | z . (x) < z . für minde- 

** J w 

stens ein j e {1, . . . ,J}} unterteilt. Man beachte, daß aufgrund 
der Zielvorstellung des Entscheidungsträgers alle hier angeführ- 
ten Zielniveaus z* (j = 1, . . . ,J) nicht unterschritten werden sol- 
j j 

len. Das für den Satisfizierer zunächst allein wesentliche Pro- 
blem ist die Ermittlung einer befriedigenden Alternative. Der 
damit verbundene Suchprozeß endet mit der Bestimmung einer Al- 
ternative x e X^ oder mit der Ermittlung einer Alternative 
x e X u , bei der eine weitere Verminderung der (nichtnegativen) 
Zielniveauunterschreitung bei einer Zielfunktion stets mit einer 
Erhöhung der (nichtnegativen) Zielniveauunterschreitung bei min- 
destens einer anderen Zielfunktion verbunden ist. Ist mit der 
Feststellung einer befriedigenden Alternative das Entscheidungs- 
problem des Satisfizierers gelöst, so stellt sich im Falle 
X^ s 0 die Frage, ob der Entscheidungsträger eine Alternative 
x e X u wählt, und wenn ja, wie diese Auswahl durchgeführt werden 
soll. Dieses Problem wurde von SIMON nur unzureichend behan- 
delt (vgl. SIMON [19573, S. 252-254). 

Sofern der Satisfizierer im Falle X^ = 0 auch eine nicht be- 
friedigende Alternative akzeptiert, ist es naheliegend und 
sinnvoll, die endgültige Auswahl einer Alternative aus der Men- 

*) Es werden mit $ bzw. $ die Menge der natürlichen bzw. reellen 
Zahlen und mit kleinen bzw. großen unterstrichenen Buchstaben 
Spaltenvektoren bzw. Matrizen bezeichnet. Ein hochgestelltes 
T wird als Transpositionszeichen gewählt. Die Symbole t bzw. 
tt zeigen das Ende einer Definition oder eines Satzes bzw. 
eines Beweises an. 
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ge jener Alternativen x* e X zu treffen, bei denen der Zielfunk- 
tionsvektor z(x*) den Zielniveauvektor z in dem Sinne minimal un- 
terschreitet, daß keine andere Alternative x* e X existiert, bei 
der die Werte der (nicht negativen) Zielniveauunterschreitungen 
nicht größer und für mindestens eine Zielfunktion kleiner sind 
als die entsprechenden Werte der (nicht negativen) Zielniveauun- 
terschreitungen für x *. Diese Überlegungen führen zum Begriff der 
effizienten Alternative und erlauben damit eine Präzisierung des 
Entscheidungsproblems des Satisfizierers bei mehrfacher Zielsetzung. 
Definition 1 

x° heißt genau dann bezüglich X, z(x) und z effizient, wenn kein 
x* e X existiert, so daß gilt y(x * ) < y(x°) und y(x*) \ %(x°) 
mit y(x) = (y 1 (x),...,y J (x)) T 

yj (x) = max CO,Zj - z^. (x)} (x e X; j = 1,...,J).+ 

Definition 2 

Das Entscheidungsproblem des Satisfizierers bei mehrfacher Ziel- 
setzung besteht aus folgender Aufgabenstellung: Bestimme die Men- 
ge X* aller bezüglich X, z(x) und z effizienten Alternativen, d,.h. 
löse das Vektorminimumproblem 
(SVMP) "min” {y(x) | x e X>.t 

Befriedigende Alternativen des Entscheidungsproblems des Satis- 
fizierers sind dadurch charakterisiert, daß alle Zielniveauunter- 
schreitungen gleich Null sind, d.h. für x° e X b gilt y(x°) = o. 

In Verbindung mit Definition 1 folgt, daß jede befriedigende Al- 
ternative auch eine effiziente Alternative ist; sie ist darüber 
hinaus eine im Sinne der Definition 3 perfekte Alternative mit 
der zusätzlichen Eigenschaft y(x°) = o. 

Definition 3 

x° heißt genau dann bezüglich X, z(x) und z perfekt, wenn 
Z(x°) = z(x*) für alle x* e X*.t 

Sofern der Entscheidungsträger keine nicht befriedigende Alterna- 
tive x e X u akzeptiert, reduziert sich für ihn die Aufgabenstel- 
lung in (SVMP): Gesucht wird eine perfekte Alternative x* mit 
y(x*) = o. Existiert keine perfekte Alternative x* mit der Eigen- 
schaft y (x*) = o, so hat das Entscheidungsproblem für ihn keine 
Lösung. Besitzt das Vektorminimumproblem (SVMP) eine perfekte 
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optimale Lösung des Programms (JPP) ist .t 

Die Beweise zu Satz 2 und 3 können z.B. analog zu den Beweisen zu 
Satz 6,1 und 6.3 bei DINKELBACH ([1969] * S. 160-162) geführt wer- 
den. 

Satz 4 

Gegeben sei (SVMP) mit 

X := tx | Ax = b, x > o} und z(x) := Cx. 

Hierbei sei A eine (M*N) -Matrix, b e und C eine (JxN) -Matrix. 
x° ist bezüglich X, z(x) und z genau dann effizient , wenn ein 
Vektor v e Jjt^ mit v > o existiert , so daß x°,^(x°) eine optima- 
le Lösung in (JPP) ist.t 

Zum Beweis von Satz 4 wird folgender Hilfssatz benötigt: 

Hilfssatz 1 

Es sei e > o. Dann ist x° bezüglich X, z(x) und z genau dann effi- 
zient , wenn das lineare Programm 

(LP-l) min {v T y(x°) - r T z - s T b | - r T C - s T A > o T , v T - r T > o T , 

?"> c 5 ,"r T > o T > 

T a.T äT To <%T— ^T 

eine optimale Lösung V , r , | besitzt mit V l(x ) - r z - s b=o.t 

Beweis 

(LP-l) ist dual zu dem linearen Programm 

(LP-2) max {e T u | ^ + u = y(x°), “2£ ~ X 1 = ~b* x,y , u>o > . 

(LP-2) ist eine spezielle Form des Programms (TP). Aufgrund der 
Dualitätstheorie der linearen Programmierung ist f,£,u genau 
dann optimal in (LP-2) , wenn V ,P ,§ optimal in (LP-l) ist und 
die Gleichung eu s $x(x)-Pz-|b besteht. In Verbindung 

mit Satz 1 ist x° genau dann bezüglich X, g(x) und z effizient, 

To T a t T 

wenn die Gleichungskette V y (x )-rz-sb = o = eü besteht. tt 
Es folgt nunmehr der Beweis zu Satz 4. 

Beweis 

1. Angenommen, x°, y(x°) sei eine optimale Lösung in (JPP) mit 
v > o, jedoch sei x° nicht effizient . Dann existiert ein 

x* e X mit y (x f ) < y (x°) und y (x f ) \ y (x°) . Wegen 

v T y ( x 1 ) < v T y ( x° ) besteht ein Widerspruch zur Optimalität von 

x°, y(x°) in (JPP). 

2. x° sei bezüglich X, z(x) und z effizient. Aufgrund von Hilfs- 

“* — — — T T 

satz 1 hat (LP-l) eine optimale Lösung V ,fj ,§, die der Glei- 
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Alternative, so besteht für das gegebene Ent scheidungsprob lern bei 
mehrfacher Zielsetzung - unabhängig davon, ob die perfekte Alter- 
native eine befriedigende oder nicht befriedigende Alternative 
ist - kein Zielkonflikt, so daß perfekten Alternativen in dem 
hier zu diskutierenden Zusammenhang keine weitere Bedeutung zu- 
kommt. 

Die Beschäftigung mit effizienten Alternativen des Ent s ehe idungs - 
problems des Satisfizierers wirft zwei Fragen auf: 

1. Wie läßt sich prüfen, ob eine gegebene Alternative effizient 
ist? 

2. Wie läßt sich die Menge aller effizienten Alternativen X* cha- 
rakterisieren und gegebenenfalls bestimmen? 

Die erste Frage kann mit Hilfe eines Testprogramms beantwortet 
werden. 

Satz 1 

x° e X ist bezüglich X, z(x) und z genau dann effizient, wenn das 
mathematische Programm 

(TP) max (e T u | z(x) ♦ £ £ I, X * M = x(x°) , x e X, £,u > o 
für ein e > o eine optimale Lösung |, f, ö besitzt mit u = o.t 
Der Beweis zu Satz 1 läßt sich analog zum Beweis zu Satz 5 bei 
CHARNES-COOPER ([1961], S. 322) führen. Eine Beantwortung der 
zweiten Frage erweist sich als weitaus schwieriger, als nur unter 
speziellen Voraussetzungen bezüglich X und z(x) eine weitere 
Charakterisierung der Menge der effizienten Alternativen erfol- 
gen kann. 

Satz 2 

Es sei X konvex und jede Funktion Zj (x) (j = 1,...,J) konkav. Ist 
x° bezüglich X, g(x) und z effizient, dann existiert ein Vektor 
v e mit v > o $ v | o, so daß x°, j(x°) optimale Lösung des 
Programms 

(JPP) min {v T j | z(x) + J > I» x e X, j > ol 
ist . t 
Satz 3 

Es sei X konvex und jede Funktion %• (x) (j = 1, . . . ,J) streng kon- 
kav. x° ist bezüglich X, z(x) und z genau dann effizient, wenn 
ein Vektor v e mit v ^ o, v | o existiert, so daß x 0 ,£(x°) 
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chung f T iCx°) s ? T z ♦ S T b genügt mit > e T > o T . Aufgrund 
de’r Optimalität von in (LP-1) ist eine optimale 

Lösung des linearen Programms 

(LP-3) max (r T z + s T b | r T C + s T A < o T , r T < f T , r T > o T } 
und es existiert eine optimale Lösung zu dem zu (LP-3) dualen 
linearen Programm 

(LP-4) min 1 Cx * £ z, Ax = b, x,X o>. 

Aus ? T j(x°) s f T z + § T b folgt, daß x°, j(x°) eine optimale Lö- 
sung in (LP-4) und gleichzeitig in (JPP) mit v T = > o^ ist.tt 

Unter den in Satz 3 und Satz 4 getroffenen Voraussetzungen läßt 
sich die Menge der effizienten Alternativen X* durch das parame- 
trische Programm (JPP) bestimmen, allerdings sind die dabei zu 
bewältigenden numerischen Probleme nicht unerheblich (vgl. z.B. 
DINKELBACH [1969], S. 134-149; GAL-NEDOMA [1972]). Unter den Vor- 
aussetzungen von Satz 2 liefert das Programm (JPP), sofern 
v ^ o aber nicht v > o gilt, unter Umständen auch nichteffizien- 
te Alternativen, die jedoch eliminiert werden können (vgl. hier- 
zu das Hilfsprogramm in Satz 3*2). 

3 . Kompromißprogramme 

Die Diskussion des Effizienzbegriffs bei Entscheidungsproblemen 
des Satisfizierers hat deutlich gemacht, daß zwischen effizien- 
ten und nichteffizienten Alternativen eines Entscheidungspro- 
blems ein qualitativer Unterschied besteht. Somit qualifizieren 
sich mathematische Programme zur Bestimmung einer definitiv zu 
wählenden Alternative bei Entscheidungsproblemen bei mehrfa- 
cher Zielsetzung, sofern mindestens eine optimale Lösung die- 
ser Programme gleichzeitig effizient ist. Mathematische Pro- 
gramme mit dieser Eigenschaft werden Kompromißprogramme genannt. 
Sofern das Entscheidungsproblem des Satisfizierers bei mehrfa- 
cher Zielsetzung keine perfekte Alternative besitzt, bestehen 
unter der Voraussetzung, daß das Entscheidungsproblem für den 
Ent scheidungs träger überhaupt eine Lösung besitzt, zwei Mög- 
lichkeiten, um zu einer endgültigen Festlegung einer Alternati- 
ve zu gelangen: 

1. Man bestimmt die Menge X* und überläßt dem Ent scheidungs trä- 
ger die Auswahl der definitiv zu wählenden Alternative. 
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2. Man sucht in Form eines ein- oder mehrstufigen Dialogs mit dem 
Entscheidungsträger Informat ionen über das Zielsystem des Ent- 
scheidungsträgers zu gewinnen» Die Festlegung einer definitiv 
zu wählenden Alternative erfolgt dann über die Formulierung 
und Lösung eines Kompromißprogramms bzw. einer Folge von Kom- 
promißprogrammen . 

Welcher Weg in einer konkreten Entscheidungssituation letztlich 
eingeschlagen wird, dürfte im wesentlichen abhängen von der 
Größe und Komplexität des Ent s c he i dungs prob 1 ems und der Fähig- 
keit des Entscheidungsträgers , explizite Angaben über sein Ziel- 
system zu treffen. 

Satz 5 

Gegeben sei das mathematische Programm 
(SMP) min {f (y) | x e X, z(x) + j > I, j > o) . 

1. Ist f(y) eine in den y^. (j = 1, . . . ,J) streng monoton wachsen- 
de Funktion und sind y optimale Lösung in (SMP), dann 
ist x bezüglich X, z (x) und z effizient . t 

2. Es sei f (y ) eine in den y^. ( j = 1, . . . ,J) monoton wachsende 
Funktion und x 1 , y 1 optimale Lösung in (SMP). 

Sind x, y optimal bezüglich des Hilfsprogramms 

min | x e X, z(x) + g > z, f(^) = jr 1 °h 

dann ist | bezüglich X, z (x) und z effizient . 

Die Beweise zu Satz 5 können analog zu den Beweisen zu Satz 4 und 
5 bei DÜRR ([1971 ] $ S . 5-6) geführt werden. Den Kompromißpro- 
grammen der Klasse (SMP) lassen sich z.B. mathematische Program- 
me zuordnen, bei denen die (gewichtete ) durchschnittliche , maxi- 
male bzw. minimale Zielniveauunters chreitung minimiert werden 
soll. Die Präferenzvorstellung des Satisfizierers kann auch in 
Form einer lexikographischen Ordnung über die Zielniveauunter- 
schreitungen zum Ausdruck gebracht werden. Die vom Entschei- 
dungsträger vorgegebene Rangordnung gibt an, in welcher Reihen- 
folge die Zielniveauunter sehr eit ungen minimiert werden sollen. 

Es wird hier der Einfachheit halber davon ausgegangen, daß die 
Indizierung 1 , . . . , J bereits die vom Ent scheidungs träger gewählte 

Rangordnung der Zielniveauunter schreitungen wiedergibt : y 1 ist 

. 2 12 
lexikographisch kleiner als y , wenn < y^. mit 
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k = min tk e | y^. ^ yj") * 

Satz 6 

1st x, y optimale Lösung des lexiko graphischen Minimumproblems 
(SMP lex ) lex min {y | x e X, z(x) + y £ z, j > o), 
dann ist % bezüglich X, z (x) und z effizient .+ 

Beweis 

Angenommen, 8, 2 se i optimale Lösung in (SMP lex ) , % sei nicht 
effizient, d.h. es existiere ein x* e X mit y (x f ) £ £ und 
y^ (x* ) < y^ für mindestens ein j e (1, . . . ,J) . Dann gibt es ein 
J e {1, . . . ,J} mit y . (x* ) = £. für j = J-l und 

«j J 

y^Cx* ) < £t so daß im Widerspruch zur Annahme y (x 1 ) lexiko- 

j ~ j , — 

graphisch kleiner als y ist • tt 

Den Ausgangspunkt eines weiteren Kompromißprogramms bildet die 
Überlegung, daß in einigen Entscheidungssituationen ein Entschei- 
dungsträger, sofern er nicht alle Zielniveaus z . erreichen kann, 

_ w 

möglichst viele Zielniveaus z . (j = 1, . . . ,J) zu erreichen sucht. 

w 

Mit Hilfe eines ganzzahligen Programms läßt sich in Verbindung 
mit einem Hilfsprogramm prüfen, ob .unter den gerade getroffe- 
nen Annahmen eine bezüglich X, z(x) und z effiziente Alterna- 
tive existiert, und gegebenenfalls eine effiziente Alternati- 
ve bestimmen, bei der die Zahl der Zielfunktionen z . (x) , deren 

_ W — 

Werte die entsprechenden Zielniveauwerte z. unterschreiten, mi- 

u 

nimal ist. Dies ist die Aussage von Satz 7» wobei in dem folgen- 
den Kompromißprogramm (SMP,) 1, > 0 eine obere Schranke für y. 

A J J 

(j s 1, . . . ,J) angibt. 

Satz 7 

1 11 

X . (j = 1, . . . , J) , x ,y sei eine optimale Lösung des Programms 

V 

J 

(SMP^) min { 1 Xj | z(x) + y > I, x e X, y _> o, 

1=1 yj 1 e {0,1} (j = 

Ist x,y eine optimale Lösung des Hilfsprogramms 

min { (1, . . . ,l)s | z(x) + 2 > I, x e X, jr > o, y . < xjl. 

J J J 

(j = 1,.*.,J)}, 

dann ist | bezüglich X, z(x) und z effizient.t 
Beweis 

1 \ 

Angenommen, es existiere ein x 1 e X mit y . ( x 1 ) < X . 1. , 

J J J 




72 



Z(x') 1 2 und x(x') $ Aus (1, . . . ,l) 2 (x' ) < (1,...,1)2 folgt 
ein Widerspruch zur Optimalität von |, £, bezüglich des Hilfspro- 
gr annas, tt 

4. Ein Vergleich mit dem Entscheidungsproblem des Maximierers 
Im Gegensatz zum Wahlverhalten des Satisfizierers ist das Wahl- 
verhalten des Maximierers nicht durch Sättigungserscheinungen 
bezüglich der verfolgten Zielsetzungen gekennzeichnet. 

Definition 4 

x heißt genau dann bezüglich X und z(x) effizient, wenn kein 
x' e X mit der Eigenschaft z(x') > z(x°) und z(x') | z(x°) exi- 
stiert (vgl. z.B. CHARNES-COOPER [1961], S. 321; DINKELBACH 

[1969], s. 152-153).+ 

Definition 5 

Das Entscheidungsproblem des Maximierers bei mehrfacher Zielset- 
zung besteht aus folgender Aufgabenstellung: Bestimme die Menge 
X** aller bezüglich X und z(x) effizienten Alternativen, d.h. 
löse das Vektormaximumproblem 
(VMP) "max" (z(x) | x e X) 

(vgl. z.B. KüHN-TtJCKER [1951], S. 488; DINKELBACH [1969], S. 159). t 
Von theoretischer wie praktischer Bedeutung ist die Frage, unter 
welchen Bedingungen eine effiziente Alternative des Vektormini- 
mumproblems (SVMP) gleichzeitig effiziente Alternative des Vek- 
tormaximumproblems (VMP) ist . 

Sofern zum j-ten skalaren Maximumproblem 
(MP.) max (z.(x) | x e X) 

mindestens eine optimale Lösung (j = 1, . . . ,J) existiert, so 
gilt folgende Aussage: 

Satz 8 

Gegeben sei das Vektormaximumproblem (VMP) sowie das Vektormi- 
nimumproblem (SVMP) mit z. > z.(x.) (j = 1,...,J). 

. Q V J “J 

Die Alternative x ist genau dann effizient bezüglich X und 
z(x) wenn sie auch bezüglich X, z(x) und z effizient ist (vgl. 
auch DINKELBACH [1971], S. 7-8).+ 

Beweis 

Es sei | := (z 1 (| 1 ) , . . . ,Zj(|j) ) T . Aus z > z > z(x) für alle 
x e X folgt %(x) = i - z(x) • Damit erhält (SVMP) folgende Form 
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"min" (z - z(x) | x e X} = z - "max” tz(x) | x e X}, 
so daß jede bezüglich X und z(x) effiziente Alternative x° auch 
bezüglich X, z(x) und z effizient ist und umgekehrt. ft 
Die in Satz 8 bezüglich z getroffenen Annahmen sind sehr restrik- 
tiv. Sofern (VHP) und (SVMP) lineare Vektoroptimierungspr ob lerne 
sind, lassen sich bezüglich z schwächere Voraussetzungen dafür 
angeben, daß eine bezüglich X, z(x) und z effiziente Alternati- 
ve auch bezüglich X und z(x) effizient ist. 

Satz 9 

Gegeben seien die Vektoroptimierungspr ob lerne (SVMP) und (VMP) 
mit X : = (x | Ax s b, x > o), z(x) : = Cx und z z(x*) . x + sei 
bezüglich X und z(x) effizient. 

Ist x° bezüglich X, z(x) und z effizient, dann ist x° auch be- 
züglich X und z(x) effizient .t 

Der Beweis zu Satz 9 findet sich bei ISERMANN [1974] « Die Aussa- 
ge von Satz 9 ist z.B. unter der Voraussetzung X konvex und 
Zj(x) konkav (j = 1,...,J) nicht mehr gültig. Man beachte, daß 
unter den in Satz 9 getroffenen Voraussetzungen bezüglich X und 
z(x) effiziente Alternativen existieren können, die nicht bezüg- 
lich X, z(x) und z effizient sind. 
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Perfect Zero-One Matrices - II 

M. Padberg, Berlin 



Abstract 

We consider combinatorial programming problems of the form (IP) : max 
{cx|Ax<e, Xj=0 or 1, Vj}, where A is a mxn matrix of zeroes and ones, e is a 
column vector of m ones and c is an arbitrary (non-negative) vector of reals. 
Applications of this general problem include crew scheduling, political 
districting and others. In this paper we first summarize (without proofs) the 
results of a ccxrpanion paper that completely characterize matrices A for which 
(IP) can be solved as an ordinary linear programming problem, i.e. where the 
relaxed linear program (IP): max{cx|Ax<e, Xj>0, ¥%} produces an integral solu- 
tion no matter what linear form ox is maximized. (Zero-one matrices with this 
property are termed "perfect”). Some additional concepts and results are 
stated. It is shewn that every totally unimodular zero-one matrix as well as 
every "balanced" zero-one matrix is perfect. Finally, in the concluding remarks, 
a reformulation of the strong perfect graph due to C. BEKS is given and some 
recent trends in zero-one programming are delineated. 



Introduction 

We consider integer linear programming problems of the form 
max ex 

(IP) Ax _< e 

Xj = 0 or 1, jeN 

T 

vhere A is a mxn matrix of zeroes and ones, e = (1, . . . ,1) has m components equal 
to 1, c is a vector of n arbitrary reals and N * {l,...,n}. This class of 
problems is known as the set packing problem see e.g. (ll) , (17) , (18) , (19) , 
(2l). It is closely related to the set partitioning problem (SPP) - in fact, 
e.g. in (17) , it has been shewn that by appropriately modifying the objective 
function, every SPP can be brought into the above form of (IP) - as well as to 
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the set covering problem. In (ll) a recent survey of the applications of this 
general class of problems stemming from business administration , public admini- 
stration, engineering science etc. is given. In addition to the motivation for 
this work resulting from the many applications of (3P) and its close relatives 
one can say that - in light of the "anti-blocker" theory developed by D.R. 
Fulkerson, see (lo) , - research on zero-one matrices, really is one of the cen- 
tral topics in the theory of integer linear programming with zero-one variables. 

In (19) we have termed an arbitrary zero-one matrix "perfect" if the solu- 
tion of the linear programing problem (IP) , obtained from (IP) by dropping the 
integrality stipulation, is always integral - no matter, vA lat linear form ox is 
maximized subject to the relaxed constraints Ax<e and 0<x 4 <l for all jeN# Hie 

r " 1 — — j— 

main result of (19) is the characterization of perfect iratrices in terms of 
forbidden submatrices . In this paper we state first a summary of the results of 
(19) and some additional results without proofs. Then the relationship between 
totally unimodular, "balanced" and perfect zero-one is discussed. Finally, a 
reformulation of the strong perfect graph conjecture due to Berge (5) is given. 

1. Perfect Zero-One Matrices 

let A be ary mxn matrix of zeroes and ones having no zero-column and define 
the polytope P(A) as follows: 

(1.1) P(A) * (xeR n |Ax<e, x.>0, j s l,...,n> 

— 3— 

and denote by P^ (A) the convex hull of integer vertices of P (A) . 

In general, Pj(A) is properly contained in P (A) , i.e. P(A) has fractional 
■vertices. Hie matrix A is called perfect if P^(A) * P(A) , i.e. if the polytope 
P(A) defined in (1.1) has only integral vertices. Obviously, this definition 
of a perfect matrix is equivalent to the one mentioned in the introduction. 

To characterize perfect zero-one matrices we need the following definition: 

Definition (see (19) ) : let A be a zero-one matrix of size mxn satisfying m>n. 

A is said to have property n if the following conditions are met: 

(i) A contains a nxn non-singular submatrix A^ whose row and oolunn suns 
are all equal to $. 

(ii) If a T is a row of A with row sum equal to ß and a T is not a row of the 
submatrix A 1 defined under (i) , then there exists a row b T of A^ and 
that a=b (equality is meant to hold ccirponent-wise) . 

(iii) All other rows of A have row sums strictlv less than ft. 
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Theorem (see (19) ) : Let A be any zero-one matrix of size mxn . The follcwinq two 

conditions are equivalent ; 

(i) A is perfect 

(ii) Fö£ ß>2 and 3<k<n, A does not contain any mxk sufcroatrix A 1 having 
^ P rc E* E& n ßy k" 

The proof of the necessity of condition (ii) for A to be perfect is rather 
straight forward. The proof of the sufficiency of (ii) , however, is rather in- 
volved and makes extensive use of recent results in graph theory, see (19) . The 
main vehicle in the proof of the theorem is - essentially - the consideration of 
"critically imperfect” zero-one matrices, i.e. zero-one matrices A that are them- 
selves imperfect , but perfect upon deletion of any single column of A. More pre- 
cisely, let P(A) and Pj(A) be defined as done in (1.1) and define for l<j<n the 
polytcpes P^ (A) as follows : 

(1.2) (A) = PCAWxeFpIXj = 0} 

and let P^ (A) denote the convex hull of integer vertices of P^ (A) . 

A zero-one natrix A of size mxn is called critically imperfect if (i) 

P^ (a) = P:j (A) for j=l, . . . ,n and (ii) P(A) has at least one fractional (non-integer) 
vertex. One can show the following two results, the first of which is essen- 
tially a reformulation of Corollary 3.1 of (19) : 

Corollary I s Let A be any mxn matrix of zeroes and ones. A is critically im- 
perfect if and only if the following two conditions are met: 

(i) A has the property n o v for some ß satisfying 2<ß< > (5) and k=n, vte* 

n Yi 

(H) is the largest integer less than or equal to j . 

(ii) A does not contain any mxk submatrix A* having property for ß>2 
and 3<k<n-l. 

Corollary 2: Let A be any mxn matrix of zeroes and ones. If A is critically 

imperfect, then P(A) n has exactly one non-integer n extreme point and furthermore, 

P (A) = P(A)n{xeF n | I x ■ < (a)}, where a = max{ E x-|xeP(A)} and (a) denotes the 

1 • j=l 3 ~ j=l J 

largest integer less than or equal to a. 

The proof of Corollary 2 requires quite different methods from the ones 
used in (19) and will be published in detail elsewhere. To conclude this section 
we state an exairple that demonstrates the complexity of perfect zero-one matrices. 
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Example : Consider the graph G of Fig. 1 and its associated clique-matrix A in 

Fig. 2. (A clique in a graph G is a maximal complete subgraph of G? A is a 
clique-matrix if every row of A is the incidence vector of seme clique in G and 
vice versa) . The submatrix A’ made up of columns 1,2 and 3 and rows 1,2 and 3 
has a determinant of 2. Due to the simple structure of A we find by inspection 
that A is perfect. We note that A T , the transpose of A, is not perfect. The 
above exaitple can be generalized to prove that given any natural number k there 
exists a perfect matrix having a minor whose determinant in absolute value equals 
k. (The generalization has been indicated in (19) ) . Ihis observation illustrates 
why a characterization of perfect matrices in terms of forbidden submatrices is 
appropriate rather than a characterization in terms of forbidden subdeterminants 
*\foich is possible in the case of totally unimodular zero-one matrices, which, 
however, is impossible in the case of perfect zero-one matrices . 







Fig. 1 
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A 



Fig. 2 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 



110 
Oil 
10 1 
111 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 



10 0 
0 10 
0 0 1 
0 0 0 
10 0 
0 0 0 
0 0 0 
10 0 
0 10 
0 0 0 
0 0 0 
0 10 
0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 1 



0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
10 0 
110 
Oil 
0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 



0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
10 0 
110 
Oil 
0 0 1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 



0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
10 0 
110 
Oil 
0 0 1 



2. Perfection and Related Notions 

It is well known that for totally unimodular matrices A we have that 
P(A) = Pj(A), see e.g. (ll) . Consequently , every totally unimodular zero-one 
matrix A must be perfect. However, not every perfect zero-one matrix is totally 
unimodular. The example of Fig. 2 demonstrates that point. (A matrix A is 
totally unimodular iff every minor of A has a determinant of 0, +1 or -1; the 
example of Fig. 2, however, contains a minor with determinant 2) . Consequently, 
the concept of a perfect zero-one matrix is more general than that one of a 
totally unimodular zero-one matrix since it comprises a larger class of zero-one 
matrices. 



More recently. Berge (7) has introduced the concept of a "balanced" matrix 
that also constitutes a generalization of the concept of totally unimodular zero- 
one matrices. Using Theorem 6 of (7) , a zero-one matrix A of size mxn is 
balanced if and only if the following condition is met: For every zero-one vec- 

tor weR m and for every zero-one vector bePP the linear programming problem 
(UP^) provides an integral solution, where (LP^) is the problem min{ Z Yj|yA>b, 
0<y<w} . 




80 



Consequently, if A is balanced, then the linear program (LP^) provides an 
integral solution for every zero-one vector beBp, where (IP* 3 ) is the problem 
ndn{ Z y. |y A>b, y>0}. Consequently, by Theorem 5 of (16) , the linear programs 

j-1 J 

(fP) max{ l b.x. |Ax<e, x<0} provide integral solutions for all vectors b with 
i=l 1 1 ” 



integral components, i.e. A is perfect. Consequently, every balanced matrix is 
perfect. A useful criterion for checking whether or not a given zero-one matrix 
A is balanced is due to A. Hof fmann and R. Oppenheim (15) s A is balanced if and 
only if A does not contain any submatrix, of odd size having row and column sun 
equal to two. Consequently, the example of Fig. 2 is an instance of a perfect 
zero-one matrix that is not balanced. Hence, we have the statement: Every totally 
unimodular zero-one matrix is balanced; every balanced zero-one matrix is 
perfect; but none of the two preceding statements holds in the reverse direction. 



3. Remarks 

3.1. The motivation to look for conditions under which integer programming 
problems can be solved as linear programming stems from the fact that - except 
for the edge-matching problem on graphs (9) , see also (ll) - integer programming 
problems are in general still not yet satisfactorily solvable. In the case of 
"natural” integer programming problems like the transportation problem, the 
assignment problem, etc. , however, efficient methods of solutions have been 
found. This fact nourishes the hope that for the case of perfect zero-one 
matrices efficient algorithms for the set packing problem (IP) will be found. 
(Except for the simplex method, no such algorithm is known to date) . On the 
other hand, the only case of a "well-solved" integer programming problem, 
namely the edge-matching problem on graphs (9) , (ll) , starts with the knowledge 
of the complete set of linear inequalities that characterize the convex hull of 
integer solutions. Very little is known to date about the convex hull of integer 
solutions to an arbitrary integer programming problem. (Some recent papers 
contain seme clues in that direction for various special cases, see e.g. (2) , 

(8) , (12) , (13} , (14) , (18) , ( 20 ) , (2l) ) . A systematic attempt to solve integer 
programming problems should in our opinion start with finding most general 
conditions under which integrality is implied by the problem constraints . One 
such instance is the case of perfect zero-one matrices. A more general and 
probably much more difficult question is still unsolved: When do the polytopes 
P(A,b) = {xeR^lAx^b, 0<x^<l, j=l,...,n> vhere A is a mxn matrix of zeroes and 
ones and b is ah arbitrary but given vector with integral ccmponents, have 
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3.2. The characterization of perfect zero-one matrices is closely related to 
the strong perfect graph conjecture in graph theory due to C. Berge, see (5}, 

(6} , and also (19) . In view of this conjecture we formulate a stronger form of 
the theorem of Section 1 as a conjecture: 

Conjecture : let A be any mxn matrix of zeroes and ones. Then the following two 

conditions are equivalent: 

(i) A is perfect 

Xii) A does not contain any made submatrix A* having property H 0 v for any 
k satisfying 3^k<n and for 8 = 2, (jJ , and k-1. 

Hie difference to the theorem is that in the conjecture the values of 8 are 
restricted to the numbers 2, (y) , and k-1. If the conjecture is tne, this 
would imply that a considerably smaller computational effort is required in veri- 
fying (or falsifying) the perfection of given zero-one matrices. 

3.3. There are various instances when zero-one matrices A are known to be per- 
fect: This is always the case when A constitutes the clique-matrix (see (19) ) 
of a perfect graph (see (5) , (6) , also (19) ) • Among the graphs known to be 
perfect are the "triangulated", the "i- triangulated" and the "comparability" 
graphs, see (5), (6) for definitions. 

3.4. Ary zero-one matrix A can be split up into two parts A = (A^^) such 
that A^ is a perfect matrix while adjoining any column of Ä 2 to A^ renders the 
resulting submatrix A* of A imperfect. Hiis fact can possibly be usefully 
exploited in solving axbitrary set packing problems (IP). Furthermore, 
especially in the context of crew scheduling, see e.g. (l ) , the matrix A of 
problem (IP) is frequently generated in a "matrix-generator" program. This 
opens the possibility of possibly avoiding the generation of "imperfect" 
matrices through data manipulation, a question that appears to deserve further 
study. 
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Stand der linearen Planungsrechnung in der Praxis 
O. Seifert, Hannover 



Lineare Planungsmodelle haben bekanntlich in der Praxis große 
Anwendungsgebiete gefunden. Immer umfangreichere und komplexere 
Probleme werden mit der linearen Optimierung einschließlich ihrer 
Erweiterungen sowie mit anderen Matrizenalgorithmen angegangen und 
und zumeist erfolgreich gelöst. Dabei treten Schwierigkeiten auf, 
die den Praktiker, den Software-Hersteller und den Theoretiker 
gleichermaßen interessieren. 

Diese und andere Gründe gaben den Anstoß, die Arbeitsgruppe "Praxis 
der linearen Optimierung (PRALINE)" . in der Deutschen Gesellschaft 
für Operations Research (DGOR) zu gründen. Seit ihrer Konstituierung 
im Jahre 1969 im damaliger AKOR verfolgte die Arbeitsgruppe im 
wesentlichen vier Ziele: 

1. Erfahrungsaustausch zwischen Fachleuten aus Wissenschaft, 
Wirtschaft und Verwaltung, die sich mit den Problemen großer 
linearer Modelle befassen. 

2. Vorstellung geplanter oder fertiggestellter Anwendungsfälle 
sowie neuerer Programmpakete der Computer- und Software- 
Firmen. 

3. Information über den "State of the Art" bei erweiterten 
Optimierungsverfahren wie Integer Programming, Separable 
Programming, Stochastische oder Parametrische Optimierung. 

4. Erarbeitung eines Fragebogens zur Erfassung praktischer 
Anwendungsfälle linearer Planungsmodelle in Wirtschaft und 
Verwaltung im Einzugsgebiet der DGOR. 
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Die von der Arbeitsgruppe M Praxis der linearen Optimierung” durch- 
ge führte Erhebungsaktion erstreckte sich Über ein Jahr und zeigte 
eine gute Resonanz. Zwar können die eingegangenen praktischen Fälle 
nicht unbedingt als repräsentativ gelten, jedoch sind aus dem Fä- 
cher der Branchen und Problemstellungen so viele Modellbeschreibun- 
gen eingegangen, daß sich eindeutige, zu verallgemeinernde Tenden- 
zen feststellen lassen. Die aus dieser Aktion gewonnenen Erkennt- 
nisse bestätigen zum Teil bekannte Tatsachen, liefern aber auch 
neue Aspekte. 

1. Die Anwendung linearer Planungsmodelle beschränkt sich 
nicht auf bestimmte Problemkreise oder Branchen. 

2. Modelle auch sehr großen Umfangs lassen sich unter ver- 
nünftigem Aufwand realisieren. Software und Hardware 
erfüllen heute weitgehend die Anforderungen der Benutzer 
und ermöglichen einen wirtschaftlichen Einsatz der zur 
Problemlösung benötigten Verfahren. 

3. Integrierte Planungssysteme lösen in vielen Fällen die 
Optimierungsmodelle im engeren Sinne ab. 

4. Die Einbettung von Planungsmodellen in Matrix- und 
Reportgeneratoren ist von einer gewissen Größenordnung 
der Modelle an üblich. Abgesehen von wenigen Ausnahmen 
werden dabei selbsterstellte Programme bevorzugt. 



5. Eine große Zahl von Modellen ist fest in unternehmerische 
Plantings- und Entscheidungsprozesse einbezogen. 
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Stetige Maximierung auf stetigen Urbildern 
R. Vahrenkamp, Karlsruhe 



Abstract : 

Let be X,Y,Z topological spaces, A£Z, $ a mapping from XxY to Z and g 
a real function on Y. Then the question is discussed, under which condi- 
tions the real function x -*max{g(y): #(x,y)eA} on X is continuous. A 

Y 

characterisation of the topology on 2 , which is given by the Hausdorf f- 
metric on 2 , is derived by maximization of continuous functions on Y. 



L Einleitung : 

Das gewöhnliche Maximierungsproblem 

max f(y) 
yeK 

wird in dieser Arbeit auf seine topologischen Eigenschaften hin untersucht. 
Hierbei sei f eine stetige Funktion auf dem (R n , und K sei eine kompakte 
Teilmenge des |R n . Zur Motivation der Fragestellung sei K als ein konvexes 
Gebilde in der Ebene angenommen, vergl . Abb. 
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Wenn nun K "ein wenig" verändert wird und in das konvexe Gebilde K* über- 
führt wird, was dem Gebilde K sehr "ähnlich" ist, folgt dann ebenfalls, daß 
das Maximum von den Werten der Funktion f über K' noch nahe bei max f(y) 
ist, in Zeichen 



max f(y) 

Ä? max f(y) 
yeK' yeK 



Zur Beantwortung dieser Frage hat man die Menge der kompakten Teilmengen 
des IR n zu topologisieren, um die Begriffe wie Ähnlichkeit, Nachbarschaft 
und Stetigkeit mathematisch exakt behandeln zu können. Und die Antwort auf 
diese Frage hängt sicherlich von der Wahl der Topologie ab. Ehe zur wei- 
teren Diskussion dieser Frage übergegangen werden soll, sei das Maximierungs- 
problem noch in eine allgemeinere Fragestellung eingebettet, welche die 
Stetigkeit der Urbilderzeugung als Problem anschneidet. 

Es seien X,Y,Z topologische Räume, A eine nichtleere Teilmenge von Z, # 
eine Abbildung von XxY in Z und g eine reelle Funktion auf Y. Es sei nun 
die Frage untersucht: Unter welchen Bedingungen ist 

(1) X -*■ max{g(y): 3’(x,y)eA} 

eine stetige reelle Funktion auf X? Damit die Funktion (1) überhaupt sinn- 
voll definiert ist, muß sicherlich vorausgesetzt werden, daß V xeX es ex. 
ein yeY, sodaß §(x,y)e A. Diese Voraussetzung sei für die Menge A und die 
Abbildung $ gemacht, und es sei weiter V xeX mit <j> x die Abbildung y i>(x,y) 
von Y nach Z bezeichnet, welche die Einschränkung von $ auf den "Streifen" 
(xlxY darstellt. Dann ist die (1) definierende Bedingung $(x,y)eA äquivalent 

mit ye<j> ^(A) , d.h. die Funktion g wird über alle y maximiert, welche im 
-1 

Urbild <J> (A) liegen. Und man kann direkt vermuten, daß die Frage nach der 

Stetigkeit von (1) eng zusammenhängt mit der Frage nach der Stetigkeit der 
Abbildung x <|> x *(A), welche jedem xeX eine Teilmenge von Y zuordnet. 

Somit ist die Stetigkeit der Urbilderzeugung angeschnitten. 

Zur weiteren Motivation der Arbeit seien zwei Problemkreise vorgestellt, 
worin der Funktion (1) eine gewisse Bedeutung erlangt. In der statischen 
Entschei dungs theorie ist das zentrale Werkzeug der Analyse die pay-off- 
Funktion $(N,E). Diese ordnet der stochastischen Variablen N, welche die 
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Zustände der Natur beschreibt, und der Entscheidung E des Statistikes, den 
numerischen Wert #(N,E) zu, und die Aufgabe des Statistikes besteht darin, 
seine Entscheidung E so zu wählen, das der Pay-off in einem gewissen Sinne 
maximal wird. Bei nicht numerischen Werten von $ versagt jedoch die di- 
rekte Maximierung. Dieser Fall kann etwa bei der Optimierung unter einer 
Vielfalt von Zielen auftreten (Vektoroptimierung), wobei $ Werte im |R n an- 
nimmt. In dieser Situation bezeichne A C|R n die Menge der zulässigen Resul- 
tate des Zusammenspiels von Natur und Statistiker. Benötigt eine Unter- 
nehmung etwa zwei sich gegenseitig substituierende Rohstoffarten v^ und 
welche stets in einer gewissen Mindestmenge auf Lager gehalten werden 
müssen, so kann A als Teilmenge des |R die zulässige Lagermenge bezeichnen 
(vergl. Abb. ). 




-I 

Nun können die zulässigen Entscheidungen E, welche $(N,E)eA sicherstellen, 
mit einer gewöhnlichen numerischen Pay-off-Funktion g bewertet werden. So 
erhält man den maximalen Pay-off in Abhängigkett von der Zustands variablen 
N. Damit ist die Funktionsform (1) hergestellt. 

Ein weiteres Beispiel sei aus der Matrixtheorie genommen. Es sei H eine 

semipositive (nxn)-Matrix, X das Standardsimplex im IR?. 

n + 

Setze s = sup I H.(x) und Y = [0,s]. Hier bezeichne H. die j-te Kompo- 
x e X j=l 3 J 

nentenabbildung von H. Sei Z = >R n und A = |R^. Definiere $: XxY Z durch 

$(x,y) = Hx-yx. Dann existiert für jedes xeX ein ye Y, sodaß $(x,y)eA, denn 
$(x,0) ,> 0, also Element von IR^. Die Funktion g: Y -* R sei als Identität 
auf Y definiert. 




H,(x) 



Dann ist max{g(y): *(x,y)eA} = min 

zu nehmen ist, die positiv sind. Die Funktion 

H.(x) 



, wobei das Minimum über alle x, 
x j J 



• mm 



JL 



hat nun bekanntlich die bedeutsame Eigenschaft, daß ihr Maximum auf X gerade 
mit dem größten Eigenwert der Matrix H zusammenfällt [4, Theorem 10. 3 J. 



2. Definitionen : 

Zu weiteren Diskussion der Funktion (1) sei das 
max{g(y): $(x,y)eA) 

in eine formale Kette von Abbildungen zerlegt. 

Hierzu seien X,Y,Z topologische Räume, A £Z, XxY * Z stetig gegeben. 

Weiter sei <f> x (y) = $(x,y) gesetzt VxeX, und die Menge A sei zusammen mit 
der Abbildung $ so gewählt, daß ^(A) * 9 VxeX. Diese Eigenschaft gibt 
Anlaß zur folgenden Definition: 

Sei 

A Y = {f: Y -*■ Z I f stetig, f _1 (A) / 0}. 

Y 

Für spätere Zwecke seien aus der Menge A die offenen Abbildungen ausge- 
sondert: 

aJ * CfeA^ l f ist eine offene Abbildung), 
o Y 

Es sei die Voraussetzung gemacht, daß A Q t 0. 

Da ^(A) t 9 VxeX und $ stetig, ist $ x e A Y V xeX. 

Also definiert 

x "*x 

Y 

eine Abbildung <f>: X A . 

Ist zudem «f^eA^ V xeX, so sei die durch x <(> x gegebene Abbildung von X in 
Aq mit l bezeichnet. Mit diesen Definitionen ist die Bedingung 4(x,y)eA 
äquivalent mit ye|^(xJ]“ l (A). 

Im nächsten Schritt wird die Urbilderzeugung mittels einer Abbildung forma- 
lisiert. 

Hierzu sei Y 

2 y « {K£Y|K ist kompakt). 
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und 

a(f):= f -1 (A) 

Y Y Y 

für feA gesetzt. Damit a eine Abbildung von A in 2 wird, werden die 

zusätzlichen Voraussetzungen "Y kompakt und A abgeschlossen" gemacht. 

Dann ist nämlich a(f)e2 Y VfeA Y . Mit S: A Y 2 Y sei die Abbildung f f -1 (A) 

für feA Y bezeichnet. Schließlich sei für eine nach oben halbstetige Funktion 

f auf Y und Ke2 Y 

M f (K) = max f(y) 

T yeK 

gesetzt. Dies definiert die Abbildung M^: 2 Y -*1R. 

Mit diesen Definitionen ist dann 

max{g(y): <£(x,y)eA} = M g oao<f>(x), 

Y 

bzw. wenn (f^eA^ V xeX, ist 

max(g(y): $(x,y)e A} = M g oäo<j>(x). 

Man erhält also die Verknüpfung von Abbildungen 



x i a y 2 2 y — üa » iR 




Als zusätzliche Voraussetzungen wurden "Y kompakt und ASZ abgeschlossen" 
gemacht. 

Die Frage nach der Stetigkeit der Funktion (1) wird nun dadurch beantwortet, 
daß die Stetigkeitseigenschaften der Abbildungen <f>,a und M^ untersucht 
werden. Hierzu sind die beteiligten Mengen zu topologisieren. Die Räume 
X,Y,Z und IR sind bereits voraussetzungsgemäß topologisiert. Für die ersten 
drei sei zusätzlich angenommen, daß sie das Hausdorff ‘sehe Trennungsaxiom 
erfüllen und jeder ihrer Punkte eine abzählbare Umgebungsbasis besitzt. 

Dies erleichtert die Stetigkeitsuntersuchung von Abbildungen. Die Funk- 
tionenräume A und A seien mit der kompakt-offen-Topologie versehen. 
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welche von Basismengen der Form 

(feA Y : f(K)£ 0}, 

Ke2 Y , 0 offen in Z, erzeugt wird. 

Im Falle 2 Y wird angenommen, daß Y zudem ein metrischer Raum, versehen mit 
der Metrik 6, ist. Dann kann 2 Y leicht mit der induzierten Hausdorff- 
Metrik d topologisiert werden, welche gegeben ist durch 



K,Le2 Y 



d(K,L) = max( max min <5(k,l ) , max min 6(k,l )}, 
keK 1 eL 1 eL keK 



3. Resultate : 

Satz 1: Die Abbildungen 4>: X -► A und <J>: X A^ sind stetig. 

Beweis: Offensichtlich ist 5> stetig, wenn <J> stetig ist. Die Stetigkeit von 
<j> allein wird daher gezeigt. Wenn x o e$ * {feA^: f(K)£0), so ist 
$(x 0 ,k)eO V keK. Also liegt (x Q }xK in der offenen Menge ^(O). Wegen der 
Kompaktheit von K läßt sich dann in X eine offene Umgebung W des Punktes x Q 
wählen, sodaß WxK£$ _1 (0). So ist Wfi<f)' 1 {feA Y : f(K)&0 }, und <f> ist stetig. 

q.e.d. 

Satz 2 : Die Abbildung a: A^ 2 Y ist halbstetig nach oben. Die Abbildung 

a: A^ •* 2^ ist stetig, falls die Menge A keine isolierten Punkte besitzt 
und ein nicht-leeres Inneres int (A), d.h. A = cl int(A), wobei "cl " die to- 
pologische Abschlußoperation bezeichne. 

Y 

Beweis: Da Y kompakt, induziert die Hausdorff-Metrik d auf 2 die Vietoris- 
Topologie [3, Proposition 3.5.], welche als Subbasis Mengen der Form 

H(U) = {Ke 2 Y : KsU} 

und 

G(U) = {Ke 2 Y : KnU t 0 } 

-1 Y 

mit UcY offen besitzt. Zu zeigen ist: a (H (U )} ist offen in A bzw. das 
Komplement dieser Menge ist abgeschlossen. Dann ist a definitionsgemäß 
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Y 

halbstetig nach oben. Es sei U f Y gewählt und eine gegen feA konvergente 
Folge (f n ) n in a _1 {H(U)} c . Da a(f n )nU C J 6 0» ex. Vn ein Punkt y n ea(f n )fl 
nu c . Sei y° ein Häufungspunkt von (y ) mit zugehöriger konvergenter Teil - 
folge (y n )y Die kompakt-offen-Topologie macht die Einsetzung (f ,y) f(y) 
stetig [l^ S.224]. So ist lim f (y ) = f(y°). Hiermit folgt 

-1 r 3 5 5 

fea 1 {H(Ü)} C . q.e.d. 

Zur Stetigkeit von ä: Ebenso wie a ist ä halbstetig nach obea Zu zeigen 
bleibt daher bloß noch 3T*{G(U)} ist offen in A Y . Wähle ein fea"*{G(U)}. 

Dann ist f"*(A)fiU f (3. Da A = cl int (A) und f offen, existiert ein Punkt 
y°ef~*[int (A)]flU- Dann ist' {geA^: g(y Q )eint A} eine offene Umgebung 
von f, welche noch ganz in cT*{G(U)} liegt. q.e.d. 

Anmerkung : Ob die in Satz 2 angegebene Bedingung "f offen und A = cl int(A)" 
für die Stetigkeit der Abbildung f ■* f~*(A) auch notwendig ist, konnte 
nicht entschieden werden. Zumindest sind verwandte Aussagen in der Literatur 
bekannt: 

Y 

(i) Sind Y,Z hausdorff'sche Räume, f : Y Z stetig und bezeichne 2 bzw. 

2* die Menge der abgeschlossenen Teilmengen von Y bzw. Z, versehen 

-1 7 Y 

mit der Vietoris-Topologie, so ist die Abbildung f : 2 2 genau 

dann halbstetig nach unten, wenn f offen ist [2, S.45] . 

(ii) Sind Y,Z hausdorff 'sch, Y kompakt und Z regulär, 2^ die Menge der 
abgeschlossenen Teilmengen, versehen mit der Vietoris-Topologie, 

Y 

Z die Menge der stetigen Abbildungen von Y nach Z, versehen mit 
der kompakt-offen-Topologie, so ist die Abbildung (f ,B) -*• f"*(B) 
von Z^x2* nach 2 Y halbstetig nach oben [2, S.45]. 

Es wird nun die Stetigkeit der Maximierung gezeigt: 

Satz 3 : Ist f eine stetige bzw. nach oben halbstetig reelle Funktion 

auf Y, so ist Mx eine stetige bzw. nach oben halbstetige reelle Funktion 
Y T 

auf 2. 

Y Y 

Beweis : Sei (K n ) eine gegen Ke2 in 2 konvergente Folge. Dann sei aus K 
bzw. aus jedem K n ein Punkt k bzw. k n gewählt, der M^(K) = f(k) bzw. 




Mf(Kn) = f(k n ) erfüllt. Anwenden von Kompaktheitsschlüssen auf die Folge 
(k n ) n läßt die angesprochenen Stetigkeitseigenschaften der Funktion M^ 
dann leicht folgen. 

Bemerkungen und Definitionen : 

Voraussetzungsgemäß ist der Raum Y kompakt und metrisch, ty bezeichne die 

durch diese Metrik gegebene Topologie auf Y, tj bezeichne die durch die 

Y a 

induzierte Hausdorff-Metrik d auf 2 gegebene Topologie und schließlich 

V 

sei x M die gröbste Topologie auf 2 , welche alle Maximierungen M^ stetig 
macht mit f stetig auf Y. 

Mit diesen Definitionen besagt Satz 3, daß x M C • 

Tatsächlich gilt aber x M = x d Um dies zu zeigen, dienen die folgenden 
Sätze als Vorbereitung. 

Satz 4 : Seien U und W beliebige topologische Räume, f eine stetige reelle 
Funktion auf UxW und Kcw kompakt. Dann ist die durch 

F„(u) = max f(u,k) 

K keK 

auf U gegebene Funktion F^ stetig. 

Beweis: Sei X Q eU und seR, sodaß F k (X Q ) < s. Für jedes keK existiert eine 
offene Umgebung R(k)£ w von k und eine offene Umgebung Q^X^ £ U von 
X Q , sodaß f < s auf Q|<(X 0 )xR(k). Dann folgt mit der Kompaktheit von K 
die Existenz einer offenen Umgebung Q(X q )SW von X Q , sodaß F^, < s auf 
Q(X 0 ), und so ist F K auf U halbstetig nach oben. Sei andererseits F K (X Q )>t 
und k Q eK mit F K (X Q ) = Dann existiert eine offene Umgebung 

R(k Q ) £ W von k Q bzw. Q(X q )£ U von X Q , sodaß f > t auf Q(X Q )xR(k 0 ). So 
ist F K > t auf Q(X q ). Damit ist F^ stetig auf U. q.e.d. 

Satz 5 : Ist f eine stetige reelle Funktion auf YxZ, so ist die durch 

(L,z) min f(l,z) 
leL 

a Y 

gegebene Funktion f auf 2 xZ halbstetig nach oben bezüglich der Topologie 
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t m ® X 2> wobei x^die gegebene Topologie auf Z bezeichne. Wenn speziell 
für Z der Raum Y und für f die Metrik 5 auf YxY gewähl t wird, so ist f 
stetig bezügl ich x^® Xy. 

Y 

Beweis: Es seien K Q £2 , z Q eZ und seR gewählt, sodaß f(K Q ,z o ) < s. Für 

den Punkt k Q eK 0 mit f(K Q ,z o ) = f(k Q ,z 0 ) existiert ein positives t, und 
für den Punkt z Q existiert eine offene Umgebung Q£Z, sodaß f <s auf 
{yeY: <$(y,k o ) <t) xQ. Es sei eine stetige reelle Funktion g auf Y gewählt 

mit 0 <9^1» g(k Q ) = 1, g(y) = 0 für alle y, die 6(y»k 0 )^ t erfüllen. 

Dann ist f <s auf der x^® Tj - offene Umgebung (Le2 Y : M^(L) > 0} x Qdes 
Punktes ( K Q » z Q ) und so halbstetig nach oben. 

Nun sei Z = Y und f = <5. Ist dann f(K Q ,y 0 ) > s > 0, so kann folgender- 

maßen geschlossen werden. 

Es sei t = (f(K Q ,y 0 )-s) gesetzt und der Punkt (L,y) sei aus der nach 

Satz 4 t m ®t y - offenen Umgebung WxQ: = (L e 2 Y : max [min 6(k,l)l < t} x 

1 eL keK 

x{ueY: 6(u,y Q ) < t} von (K Q ,y ) gewählt. Dann ist für jedes leL 

<S(1 »y) ^ t + s > s.Also ist f (L,y) > s,und so ist f > s auf WxQ und 
damit stetig, q.e.d. 



Folgerung 6 : Die von der Hausdorff-Metrik d auf 2 Y induzierte Topologie 

x^ ist die gröbste Topologie, sodaß alle Maximierungen M^ stetiger 
Funktionen f auf Y stetig werden, d.h. x^ = x^. 

Beweis: Mit Satz 3 ist T M c T(j , Zu zeigen bleibt daher lediglich die um- 
gekehrte Inklusion, was geschieht, indem die die Basis von x^ bildenden 
Mengen der Form U(K,t) = {L e 2 Y : d(K,L) <t}, Ke2 Y , t>0, als t m - offen 
nachgewiesen werden. Hierzu sei für Le2 Y mit L die nach Satz 4 auf Y ste- 
tige Funktion y + min <s(l,y) bezeichnet. Dann ist 
leL 

U(K,t) = {L e 2 Y : M K (L)<t}n{L E 2 Y : M L (K) < t} 
mit den Sätzen 4 und 5x^- offen, q.e.d. 
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Bemerkung : 

Folgerung 6 liefert nachträgl ich eine Rechtfertigung für die Topol ogisie- 

Y 

rung der Menge 2 mit der Topologie x H . Wäre nämlich eine gröbere Topologie 

a Y 

gewähl t worden, so gäbe es Maximierungen M^, wel che nicht mehr auf 2 

stetig wären. 

Die Definition der Hausdorff-Metrik d legt es nahe, die Definition zu 
treffen, daß die Metrik 6 auf Y das Mini max -Theo rem für das geordnete Paar 

Y y 

(K,L)e2 x2 erfül 1 1, wenn gil t max min 6 ( k , 1 ) = min max 6 ( k ,1 ). Es wäre 

keK leL leL keK 

eine interessante Frage zu untersuchen, unter welchen Bedingungen eine Me tri k 
diese Definition erfüllt. Im Falle Y = !R n und 6 gleich dem eukl idischen 
Abstand scheint es notwendig zu sein, daß K nicht in der konvexen Hülle von 
L liegt, wie einfache Beispiele zeigen. 

Abschließend sei nun als Zusammenfassung der obigen Sätze formuliert, warm 
eine Maximierun auf Urbildern stetig ist. 



Folgerung 7 : Seien X,Y,Z topologische Räume, welche das H ausdorff 1 sehe 

Treuitngsaxiom und das erste Axiom der Abzählbarkeit erfüllen. Y sei zudem 
metrisch und kompakt. Sei A£Z abgeschlossen und nicht leer. Sei $: XxY Z 
stetig mit der Eigenschaft, daß für jede Einschränkung <|> gilt, daß 
^(A) + 0. Dann gilt: 

(i) Sei g eine nach oben halbstetige reelle Funktion auf Y, so ist 

x max (g(y): $(x,y)eA) 

eine nach oben halbstetige Funktion auf X. 

(ii) Ist zudem jede Einschränkung <(> eine offene Abbildung und gilt 
A = cl int(A), so ist für jedes auf Y stetige g die Abbildung 

x max (g(y): $(x,y)eA} 

stetig. 
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Einparametrisdi-qisadratisdie Optimierung 

M. Werner, Berlin 



Summary: For a convex quadratic programming problem with one-parametric right- 
hand side or linear part of the objective function it is shown, that the defi- 
nition space of the function of optimal values of the objective function is con- 
tinuous and that this function is convex and continuous over the definition 
space. An algorithm for computing the definition space and the optimal-value- 
function is given. 



1 . Die Kuhn-Tucker Bedingungen für konvex-quadratische Optimierungsprobleme 



Ausgangspunkt unserer Untersuchungen ist das quadratische Optimierungsproblem 
min K(x) = a"x + x'B x 

C x = d (1) 

x >0 

mit 



* 

X = 


(x 19 x 2 ,.. 


•> x j X n ) > 


a'= 


( a.j ,a 2 , • • 


* ,a j a n ) * 


ii 


(d 1* d 2- 


,,d i d iJ * 



der m«n (n«n) Matrix C=[c. .] ( B= [b, . ] ) und B positiv definit oder semidefinit. 

x J KJ 

Der Strichindex kennzeichnet die Transponierte, x meint einen Vektor mit Ent- 
scheidungsvariablen, alle anderen Vektoren und Matrizen meinen Konstante. 

Das Kuhn-Tucker Theorem definiert die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, 
daß ein Vektor x die - oder zumindest eine - Lösung eines konvexen Optimierungs- 
problems ist. Für (1) lautet es [Collatz /Wett er ling 1971, S.105ff.]: 

Satz I : Ein Vektor x ist nur dann optimale Lösung von ( 1 ) , wenn er für die Ne- 
benbedingungen von ( 1 ) zulässig ist und ein Vektor u mit 
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u * 2 B x + C 'nr + a > 0 
0 ■ u'x 

existiert (w ist im Vorzeichen nicht beschränkt). 



(2) 



2. Die lange Form des Verfahrens von Wolfe 

Zur Lösung konvex-quadratischer Optimierungsprobleme existieren eine Vielzahl 
von Lösungs verfahren , von denen einige aber nur dann Anwendung finden können, 
wenn B positiv definit ist [Künzi/Krelle 1962, S. 1 13ff . ] . Die lange Form des 
Verfahrens von Wolfe [Collatz/Wetterling 1971» S.lVfff.] unterliegt nicht dieser 
Einschränkung: Ausgangspunkt dieses Algorithmus sind die aus Satz I resultieren- 
den Optimalitätsbedingungen 



C x - d (3) 

2 B x + C'w - u * -a (4) 

x , u > 0 (5) 

x'u - 0 (6) 



für (1). 

Bei Anwendung des Verfahrens von Wolfe wird in einer ersten Phase eine zulässige 
Lösung für 



C x » d 

(7 

x > 0 u 

erzeugt. Existiert keine zulässige Lösung für (7)» dann ist auch die Menge der 
zulässigen Lösungen von (3)~(6) leer. Ist x eine zulässige Basis von (J) 9 dann 
wird der Vektor 



h * a 4- 2 B $ 



(8) 



gebildet, eine neue Variable y Q >0 definiert und statt ( 3 ) — ( 6 ) 
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C x = d 

2 B x + C'w - u - h y Q = -a 

x , u > 0 (9) 

y Q * 0 

y -♦ mini 
o 

unter der Bedingung 

x'u • 0 (10) 

betrachtet. Findet man für dieses, bis auf (10), lineare Optimierungsproblem 
eine zulässige Lösung mit y Q =0, dann ist diese für (3)-(6) zulässig und damit 
für (1) optimal. 

Eine zulässige Lösung für (9)-( 10) ist x=&, .y Q =1 , w=0, u=0. Gilt in (8) 

* - 0 , ( 11 ) 

dann ist diese Lösung optimal für ( 1 ) . Gilt 

Mo, (12) 

dann sind als Basis zu dieser Lösung m+n linear unabhängige Spaltenvektoren der 
Matrix 



f c !° ! 0 ! °1 

[2 - B"! - C 7 !-E”!~h j 

zu wählen. Mögliche Basisvektoren sind die durch die zugehörigen Spalten der 

Matrix 2 B in (13) erweiterten m Vektoren des Vektors der Basisvariablen in St 

aus (T), die n-m Spaltenvektoren der Variablen u. ( j=1 ,2, . . . ,n) , deren entspre- 

3 

chende Variablen x. ( j=1 ,2,. . . ,n) nicht Basisvariable in x sind, sowie die m 

u 

Spaltenvektoren der Matrix 
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Dieses System von m+n Vektoren ist jedoch als Basis nicht geeignet» da wegen 
y *1 der Spaltenvektor (0,-h) in der Basis sein muß. Wegen (12) kann y Q gegen 
eine der den Variablen u. , w. (i=1 ,2,. . . ,m) zugeordneten Basisvektoren ausge- 

J l 

tauscht werden, so daß man eine Basis erzeugen kann. 

(9) wird mit Hilfe der Simplexmethode sowie (wegen (10)) unter Beachtung der 

Zusatzvorschrift gelost, daß ein zu u. gehörender Spaltenvektor nur dann in die 

d 

Basis auf genommen werden darf, wenn der entsprechende Vektor bezüglich x. nicht 

M 

in der Basis ist oder bleibt und umgekehrt. 

Der Algorithmus ist endlich, da die Zähl der Basislösungen von (9) endlich ist 
und der Wert der Zielfunktion von (9)» entsprechend den Hegeln der Simplexme- 
thode, bei jeder Basistransformation abnimmt. 

Es gilt [Collatz/Wetterling 1971, S.lU9ff.] 

Satz II : Ist B positiv definit und a beliebig oder B semidefinit und a=0 (a#0), 
dann existiert stets eine optimale Lösung für (1), wenn für (7) eine zulässige 
Lösung existiert (und der Wert der Zielfunktion auf der Menge der zulässigen 
Lösungen nach unten beschränkt ist). 



3. Parametrisierung des Vektors der Restriktionskonstanten 

Das einparametrisch-quadratische Optimierungsproblem bei Variation des Vektors 
der Restriktionskonstanten d ist für ( 1 ) durch 



min K(x,0) * a'x + x'B x 

C x =d + 0g 

x >0 



(15) 



mit dem m-komponent igen Vektor g und dem Variationsparameter 0€R^ definiert . 

Bezeichnen wir mit K(x,0) die optimale Lösungsfunktion von (15) in Abhängig- 

. ... °/ \ 
keit von 0, dann sollen im folgenden einige Eigenschften von K(x,0), der kri- 
tischen Bereiche von 0 (in ihnen ist eine optimale Basis für (15) zulässig) und 
ein Verfahren zur Bestimmung der kritischen Bereiche abgeleitet werden: 
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. A 1 

Zur Bestimmung der kritischen Bereiche von 0 wählen wir zunächst ein 0€R für 
das 



C x * d + 0 g 
x > 0 



(16) 



eine zulässige Losung hat und bestimmen eine optimale Lösung für (15) mit 0-0 
anhand des Verfahrens von Wolfe; (9 )~( 10) wird zu 



C x 

2 B x + C*w - u 
X f u 



■ d + 0 g 
h y Q = -a 
> 0 

y 0 * 0 

y Q -► min! 



mit 



x'u 



0 



(17) 



( 18 ) 



Ist der Wert der Zielfunktion von (15) nach unten beschränkt, das wollen wir im 
folgenden der Einfachheit halber unterstellen, dann existiert stets eine zuläs- 
sige Lösung für (17)-(18) mit y o *0 (so lange (16) eine zulässige Lösung hat) und 
damit auch eine optimale Lösung für (15) (vgl. Satz II). 



Im nächsten Schritt ist zu prüfen, in welchem Intervall 0<0<© die für 0 ermit- 
telte Lösung von (15) optimal und zulässig bleibt: Dazu leiten wir anhand (17)- 
( 18) , entsprechend der Vorgehensweise der parametrischen linearen Programmie- 
rung bei Variation des Vektors der Bestriktionskonstanten , 0 und 0 ab. 

Da die Variable y Q Nichtbasisvariable ist und bleiben muß, sind die relativen 
Zielfunktionskoeffizienten aller Variablen (außer dem der Variablen y Q ) gleich 
Null, so daß für 0>0 (0<0) die neue Basisvariable - ehemalige Nichtbasisvari- 
able - allein unter Beachtung der Zusatzvor schrift des Wolfes chen Verfahrens 
ausgesucht werden muß. Die Optimalität der Lösung von ( 17 )~( 18) bleibt so lange 
gewahrt, wie y Q Nichtbasis variable bleibt. 

So lange für (l6) eine zulässige Lösung für 0 innerhalb irgendeines Intervalls 
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[0,0] existiert, hat auch, unter Berücksichtigung der o.a. Voraussetzung, ( 17)- 
(18) und damit (15) eine zulässige optimale Lösung, so daß auf ( IT )-( 18) die 
parametrische lineare Programmierung [Dinkelbach 1 969 * S . 102ff . ] Anwendung fin- 
den kann. Es gilt [Dihkelbach 1969» S.1^6] 

Satz III : Der kritische Bereich 0<0<0 , in dem eine optimale Basis von ( 17)“( 18) 
zulässig ist, ist konvex und abgeschlossen. 

Bezeichnen wir mit D den Definitionsbereich der optimalen Lösungsfunktion 
o 

K(x,0) » min { K(x,0) | C x = d + 0 g ; x > 0 } , 

dann gilt 

Satz IV : D ist konvex. 

Beweis: Sei p=Ap+( 1-A )p mit p^p sowie 0<A<1 und x, x zulässige Lösungen mit 

1 1 i 

Cx=d + 0g = p , 

2 2 2 

Cx = d + 0g = p , 

dann erhalten wir durch Multiplikation mit X ( bzw. (1-X) ) und Addition 

C[Xx + (1-X)x] = p = d + [xe + ( 1-X)©] g = d + 0 g . (19) 

Es existiert also für p eine zulässige Lösung und, da der Zielfunktionswert nach 
unten beschränkt ist, auch eine optimale Lösung für (15). Es gilt 0€D. 

Satz V : K(x,0) ist konvex über D. 

• 1 2 o 

Beweis: Nach ( 19) ist [Ax+( 1-A)x] für p=p zulässig , so daß 

K(x,0) < a'[Xx+(l-X)x] + [Xx+(1-X)x]'B [Xx+(1-X)x] ; 0<X<1 

. o 1 , 2 

mit 0=X0+(1-X)9 sein muß. Nun gilt aber 



( 20 ) 
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\K(x,e)+(l-X)K(xJ) = a'[Xx+(1-X)x] + Xx'B x + (l-X)x'B x > 

a'[Xx+(1-X)x] + [Xx+(l-X)x]'B [Xx+(1-X)x] (21) 

mit 0<X<1 » da B zumindest positiv semidefinit und damit x'B x konvex ist, so daß 

Xx'B x + (l-X)x'B x > [Xx+( 1-X)x]'B [Xx+(1~X)x] 

erfüllt sein muß. Aus (20)-(21 ) folgt 

K(x,0) < XK(x,0) + (l-X)K(xJ) ; 0<X<1 . 



Aus den Sätzen III-V sowie den Transformationsregeln der Simplexmethode folgt 
unmittelhar 

o 

Satz VI : K(x,0) ist über dem Definitionsbereich D stetig. 



Parametrisierung der Zielfunktionskoeffizienten 

Das einparametrisch-quadratische Optimierungsproblem bei Variation des linearen 
Zielfunktionsteils a'x ist für (1) durch 

min K(x,0) * [a+0f]'x + x'B x 

C x - d (22) 

x >0 

mit dem n-komponentigen Vektor f und 0€R^ definiert® 

(22) läßt sich wiederum mit Hilfe des Verfahrens von Wolfe lösen: ( 9 )“( 10 ) wird 
zu 



C x = d 

2 B x + C'w - u- hy *-a-0f 

> 0 

y 0 - 0 

v -♦ min! 

* o 



X 



u 



(23) 
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mit 



x'u 



0 



(2U) 



und 



h=a + 0f + 2Bx 



(25) 



(23)-(2U) kann nun beispielsweise für 0=0 gelöst und im Anschluß daran können 
die Intervalle 0<0<0 - entsprechend 3. - bestimmt werden. Da stets y Q =0 gelten 
muß, kann die Veränderung des Vektors h mit (25) bei Variation von 0 unberück- 
sichtigt bleiben. Die o.a. Sätze gelten offensichlich auch für (22)-(2^). 
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Netzplantheorie 

(Übersichtsvortrag) 
R. Kaerkes, Aachen 



Within the last twenty years, project networks have become an important in- 
strument in Operations Research. At the first approach the main interest was 
fixed on the development of effectful algorithms, consequently there rose the 
lack of a fitting mathematical theory. 

This paper therefore is limited to new trends in filling this gap. Thereby the 
main aim is the determination of an appropriate "notion" of homomorphism 
between project networks. 

Perhaps it is not surprising, that this cannot be done by means of graph- 
theory but instead by extensive use of lattice- theory and the theory of ordered 
sets. 



Die Netzplantechnik hat sich in den letzten zwei Jahrzehnten zu einem lei- 
stungsfähigen Instrument des Operations Research von hoher Anwendungs- 
relevanz entwickelt. Im Vordergrund stand dabei der Wunsch nach effekti- 
ven Algorithmen. Demgegenüber trat die Entwicklung der mathematischen 
Theorie in den Hintergrund. Der folgende Beitrag Wird daher auf Untersu- 
chungen beschränkt, die neue Impulse zur Entwicklung der Theorie geben. 
Unter diesem Aspekt zielen die behandelten Untersuchungen im wesentlichen 
auf einen Homomorphiebegriff für Netzpläne. Zur Orientierung bietet sich 
hier das Problem der Reduktion oder Dekomposition von Netzplänen an. Die 
Untersuchungen greifen über in die Ordnungs- und Verbands the or ie, ausgehend 
vom Netzplan als einer (deterministischen- oder stochastischen) Mengenfunk- 
tion auf einer (partiell) geordneten Menge. Im Hinblick auf die eher historisch 
bedingte Fixierung der Netzplantechnik auf die Graphentheorie (vgl. A. Wal- 
ther, in H. v. Falkenhausen [3] , Seite 5) werden der Untersuchung einige 
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Bemerkungen zu den verschiedenen Netzplanmodellen vorangestellt. 

Ein Netzplan liegt vor, wenn folgendes gilt: Gegeben sind Elemente a,a ' , . . . 
Vorgänge (Aktivitäten) genannt. Jedem Vorgang sind Größen x^, x^, . . . zu- 
geordnet (Dauern, Kapazitäten, . . .). Gewisse Vorgänge folgen auf gewisse 
andere Vorgänge. Für diese Nachfolgebeziehung gelten Regeln; 1. seien 
ot,a\a u irgenddr ei Vorgänge, folgt a 1 auf a und ar" auf a % , so folgt a u 
auf a ; 2. kein Vorgang kann auf sich selbst folgen. Ein Modell für dieses 

System ist das geordnete Paar ((A, süj.fx ) ), wenn (A, s0) eine strikte 

a or* A 

(partielle) Ordnung auf einer nichtleeren (endlichen) Menge bezeichnet und 
( X tf)<*cA e * ne reellwertige Mengenfunktion auf Aist, (oder eine 

Familie reeller Zufallsvariabler mit der Indexmenge A , x^:(Cl,a) —*( |R*,J6j). 

Die im folgenden behandelten Aussagen gelten gleichermaßen für diese Inter- 
pretation). Ein '’äquivalentes” Modell bietet sich durch den Uebergang von der 
strikten Ordnung (A, s0) zur Ordnung (A,0*) an, O = s0uidA, (id = identische 
Relation). 

Der Uebergang von der Vorgangsknotendarstellung zur strikten Ordnung er- 
gibt sich über die Ecken- (Knoten-) Adjazenz relation durch Bildung der transi- 
tiven Hülle dieser Relation. Als transivite Hülle (A.flf) einer Relation (A,&) 
wird die (bezüglich der Inklusion) kleinste, Öl als Teilmenge enthaltende tran- 
sitive Relation'?' in A bezeichnet, öl heißt ein Erzeuger von > . (A,&) ist Er- 
zeuger einer strikten Ordnung (A, sO) , wenn s(T gilt. Im folgenden wird 
die Klasse der Erzeuger einer Ordnung auf die der zugehörigen strikten Ord- 
nung eingeschränkt. Der (bezüglich der Inklusion) kleinste Erzeuger einer Ord- 
nung wird mit O oder sO bezeichnet. Der Uebergang von der Vor gangsknot en- 
darstellung zur strikten Ordnung ergibt sich nun wie folgt. Die Knot enad jaz enz- 
relation (A,&) eines parallelenfreien orientierten Graphen ist Repräsentant 
seiner (Graphen-) Isomorphieklasse. Ist (A,li) zykelnfrei, so ist eine 

strikte Ordnung. Diese ist durch (A.2Ä.) eindeutig bestimmt. Die Umkehrung 
gilt im allgemeinen nicht, d. h. verschiedene Erzeuger (A,2X) , (A,Ud) dersel- 
ben strikten Ordnung (A,2X) brauchen nicht (graphen-) isomorph zu sein. Die 
Beziehung wird ein- eindeutig wenn man als Vorgangsknoten^darstellung nur 
die Klasse (A,2X T ) zuläßt. 

Neben der Verwendung gerichteter Graphen bei der Behandlung von Relationen 
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(in der Logik P. Hertz 1922, in der Gruppentheorie Cayley 1878 , vgl. m. 
S. 107 u. 117) werden in der abstrakten Algebra ungerichtete Graphen (Dia- 
gramme) bevorzugt (vgl. G. Birkhoff, [1]). Der Uebergang von der Vorgangs- 
knoten dar Stellung zum (Vorgangsknoten-) Diagramm kann gemäß der Ver- 
einbarung erfolgen: Jeder Ecke or.eA = • . • * « n } wird genau ein Punkt 

^ a i'*V ^ er (® u klidischen-) Ebene zugeordnet so, daß aus (a? . , a .)€ 2J- stets 
folgt a^ < a_. , (2JlEckenadjazenzrelation des gerichteten Graphen). Ferner 

ist a. benachbart a . genau dann, wenn (a.,b.) benachbart (a., b.) . Im 
l 3 6 ir 3 3 

Diagramm können nicht nur nichtisomorphe Graphen Erzeuger derselben 
Ordnung sein (wie in der Vorgangsknotendarstellung), es können auch iso- 
morphe Graphen verschiedene Ordnungen erzeugen. 



In der Vorgangspfeildarstellung hat die Kantenadjazenzr elation (A, 10) die 
besondere Eigenschaft, stets der minimale Erzeuger der strikten Ordnung 
zu sein. Hier tritt bekanntlich die Schwierigkeit ein, daß nicht umge- 
kehrt jeder minimale Erzeuger einer endlichen Ordnung Kantenadjazenzr e- 
lation eines orientierten Graphen ist. Sie kann (entsprechend der Einfüh- 
rung von Scheinvorgängen) nur durch die (wiederum nicht eindeutige) Dar- 
stellung einer Ordnung (A,C) als Relativ-(Sub-) Ordnung einer (Ober-) 
Ordnung (A!,&) behoben werden. Sei (0J,Or) eine Ordnung, AcA! undOco*. 

Die Teilordnung (A,0r) wird Relativ- oder Subordnung genannt, wenn 
O=0 'a AXA0=ö‘| A ) gilt. Ist (A*,6l) eine Relation und o^eA* , so bezeich- 
net V(of f ,Ä): = { affcA ^osor'JcÖl } die Menge aller Vorgänger, N(or , ,&) : = 

{ acA! • (<*’, ar)c&} die Menge aller Nachfolger von a in 61 . N(af f ,£f) bedeu- 
tet also die Menge der unmittelbaren Nachfolger von a' bezüglich der Ord- 
nung (A',0*) , N(of , ,0' ) das durch a bestimmte Endstück. (Fordert man in 
(A!,©*) zusätzlich die Existenz eines letzten Elementes, so bildet { x f : 
a' l eN(Q' , ,Or) : a'eA* } eine Filterbasis, jeder Netzplan ((Al l 0' ) l (x^ l )^ t ^^ ) eine 
Moore- Smith-Folge (vgl. E.H. Moore u. H.L. Smith, 1922 [10] , H. Schu- 
bert [14 > S. 41 u. 56-57) Es gilt: Jede endliche Ordnung (A,0) ist Relativ- 
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Ordnung mindestens einer (Ober) Ordnung (A',0*) die der Bedingung genügt, 
daß die Mengen der (unmittelbaren) Vorgänger V(a,0 ) entweder gleich oder 
disjunkt sind. Für (A'.tf) gilt dann beispielsweise: Sei E:= { Vf», s 0):aeA}v{A} 
Ecken- (Knoten-) Menge (A+j*) , a —+(p(a) :=V(or, so') Anfangs-Ecke der 
Kante a , a—* 6(a) : = V(ß f sÖ) mit ß € N(a, ßC>) End- Ecke der Kante a 
(unabhängig von der Wahl von ß in N(a t sO) falls N(cr, sO* ) *= ßf) und 6 (a ) : = A 
falls N(or, sd) = ß . Dann ist (E,A; 6 ) ein endlicher orientierter zyklen- 

freier Graph (nicht notwendig parallelenfrei) mit genau einer Quelle 0 und 
genau einer Senke A , dessen Kantenadjazenzrelation zur strikten Ordnung 
(A',s 6) isomorph ist. 

Zu jeder Ordnung (A‘,0' ) läßt sich eine Ober-Ordnung (A*,<y)(mit A* 4 s A‘ möglich) 
angeben, deren minimaler Erzeuger wiederum der Bedingung für Kantenad- 
jazenzrelation en genügt. Es stellt sich daher die Frage, sowohl nach Bedin- 
gungen zur Auszeichnung netzplantechnisch geeigneter Ober Ordnungen (A"o"), 
als auch nach rechentechnisch günstigen Fortsetzungsverfahren. Untersu- 
chungen zur Erstellung eines (Kanten-) minimalen n Netzplangraphen H wurden 
von U. Klemm 1966 [6] und von M. Bruns 1969 [2] unter der Nebenbe- 
dingung, daß Scheinvorgänge nicht unmittelbar aufeinander folgen sollen, ver- 
öffentlicht. Zur Vermeidung von Fehlern bei der Berechnung kürzester Wege 
oder maximaler Flüsse notwendig ist die Forderung, daß Vorgänge aus A nur 
dann über Wege aus Scheinvorgängen verbunden werden, wenn sie in (A,0) 
unmittelbar benachbart sind. Eine Untersuchung des Problems minimaler 
Fortsetzung unter dieser Bedingung (und unter Verzicht darauf, daß Schein- 
vorgänge nicht unmittelbar aufeinander folgen sollen) wurde von R. Möring 
[ 8] veröffentlicht. 

Der Vorteil des Ueberganges von einer Darstellung der Struktur des Netzpla- 
nes zu einer anderen (neben den zuvor behandelten besonders auch der Adja- 
zenzmatrizen) liegt in der Möglichkeit der Ausnutzung spezieller Eigenschaf- 
ten der Darstellungen oder der Begriffsbildungen und Ergebnisse bereitstehen- 
der Theorien, sofern die Modelle austauschbar bleiben. Bei der Repräsenta- 
tion durch Vorgangspfeildiagramme mit Scheintätigkeiten ist dies in vollem 
Umfange nicht mehr gewährleistet, weil beispielsweise die Berechnung der 
verschiedenen Puffer von der Art der Reoräsentation der Ordnung und damit 
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nicht mehr nur von dieser allein abhängt (vgl. [12]) . Die häufig in diesem Fall 
zusätzlich erhobene Forderung der Parallenlenfreiheit ist eine weitere Ein- 
schränkung, die (wie sich später zeigt) nur den Zugang zur Lösung gewisser 
Probleme erschwert. 

Im folgenden wird von der Normalform ((A,Ö ), (x ) ) des Netzplanes aus- 

1 a a * A 

gegangen. Danach sind zwei Netzpläne Jf und Jf nur dann gleich, wenn A — Al,G=cf 
und x^ = x^ f für alle o?eA gilt. Schon die vorherigen Ausführungen gingen je- 
doch davon aus, daß im Sinne der Netzplant echnik wesentliche Unterschiede 
nur in der Struktur oder in der Bewertung (bzw. deren Verteilung) liegen. Da- 
zu folgt die Erklärung der "Netzplan- (NP- ) Isomorphie” durch die Isomorphie 
der Ordnungen. Zwei Netzpläne ((AO),(x ) * ) und ((f^cj), (y ) ) wer- 

den isomorph genannt, wenn es einen Ordnungs-Isomorphismus, i:(A,ö) — »(fcof), 

gibt derart, daß für alle ore A V., % = x ist. 

J i(a) a 

Beschränkung des Speicherplatzbedarfs, differenzierte Projektüberwachung 

oder größere Flexibilität bei Variation der Bewertung einzelner Vorgänge 

sind Forderungen aus der Anwendung, die eine Zielvorstellung enthalten, die 

etwa für den Problemkreis "Projektdauer" wie folgt formuliert werden kann: 

Ersetze einen gegebenen Netzplan t/f durch ein System (Jf . , . . . ,JT , .,) von 

1 n+1 

Netzplänen Jf mit Vorgangsmengen geringeren (ggf. sogar vorgeschriebenen) 

Umfangs so, daß minimale Projektdauer (bzw. deren Verteilung) sowie die 

verschiedenen Puff erz eiten aus Werten berechnet werden können, die zuvor 

in den Netzplänen Jf ermittelt worden sind. Von der Anschauung her bietet 

sich zur formalen Behandlung dieser Aufgabe der Begriff der Verdichtung 

eines Digraph en (im Sinne von F. Harary [4] S. 58) bezüglich einer Partition 

an ( Vorgangsknotendarstellung). SeiU^ ein Netzplan, dargestellt durch den 

Digraphen mit der Eckenadjazenzrelation (A,2Jl) und der Bewertung (x ) 

a a?«. A 

Sei IP = (A . . # A ) eine Partition von A . Für jedes i = 1 , ... , n bezeich- 
ne Jf\ den Netzplan dargestellt durch den Digraphen mit der Eckenadjazenz- 
relation ( A *, ,tX| A .) und der Bewertung • Verdichtung des Digraphen 

(Ajt3l) bezüglich (A^, . . . .Aj bedeutet das Zusammenziehen aller Ecken aus 
A^ zu einer Ecke, etwa a^ , unter Anwendung der Eckenadjazenzregel^ölp: = 
{(a.,a): V V t (a 6 A a a 1 e. A . A (a, . SeiJT , 1 der Netzplan der darge- 

stellten wird durch den Digarphen ((a,,..., a_) , 2X 0 ) und eine Bewertung 
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friW. 



so, daß jedes y. nur von der Bewertung ( x a ) a% ^ des Netz- 



planes JT. abhängt, d.h. 1 lokal 1 ' berechenbar ist. Für die Bestimmung der Pro- 
jektdauer sind dann der Netzplan Jf und das Netzplan- System n +lj 

gleichwertig", wenn gilt, daß die Projektdauer von Jf gleich der (durch dieUT. 
bestimmten) Projektdauer des Netzplanes U^ n+1 ist, und zwar imabhängig von 
der speziellen Wahl der x^ . Seien (A,D), (Ö,9f) Ordnungen, (A,<y) erzeugt 
von der Ec kenadjazenzr elation (A ,2X) , (8,°!) erzeugt durch die Eckenadjazenz- 
ralation (A,TXp) der Verdichtung des Digraphen (A # o0 bezüglich einer Partition 



(A r 



, A ) von A . Dann ist die durch 1P » (A„, 
n 1 



, A^) induzierte Abbil- 



dung h : A— *Bein (surjektiver) Ordnungs-Homomorphismus. "Gleichartigkeit" 
von Netzplänen im zuvor erläuterten Sinne verlangt über die Homomorphie der 
Struktur hinaus die Erhaltung der Zielfunktionen . Zur Formulierung dieser Be- 
dingung werden die folgenden Bezeichnungen eingeführt. Der Träger Wc A einer 
maximalen Kette (von einem minimalen zu einem maximalen Element) (W,Öjy) 
in der Ordnung (Aß) wird Weg genannt. Sei>P (A,0) die Menge aller Wege in 
(A,o0 . Das geordnete Tripel ((A,**), ( x ff ) ae ^ »^O(Aß)) heißt Wege-Netzplan. 
Sei^(A,0): * { FcA: F echt trennende Menge (vergl. [13] ) in (A,0)} . 

((A,0)* ( X Ä ) Ä# ^ (A.O’)) wird Fluß-Netzplan genannt. Allgemein wird eine Teil- 
menge Interpretation eines Netzplans mit der Struktur (Aß) ge- 

nannt, (( A,0 ) , ( x a ) ac A * ^(A,0)) heißt interpretierter Netzplan. Neben HL-W,# inte- 
ressiert beispielsweise (im Zusammenhang mit dem Satz von Dilworth) &A,q) :={KcA,K 
maximale Antikette in (A,0)} , (vgl. R. Möring [9] ). Sei ®: ^assoziativ, 

kommutativ, isoton (und (a,ot)-meßbar, falls die x^(Ä.ot)- Zufalls variable sind), 
A= { 1, . . . ,€} (ggf. nach einem Isomorphismus), M = , ... , or g J , MCA . 



Sei © x 
rSÄ Qfi 



©x , ® x : = ( (Äx )® x und © x : * ® x 
a y ot% \Va oti an w a n & Wa ct\ 

Seien ♦ R* Verknüpfungen der Klasse® . Dann wird die auf dem! -di- 
mensionalen Euklidischen Raum Unerklärte reellwertige Funktion ( x ( ^ a€ p < ► 

A (d **) eine Netzplan variable des Verknüpfungstyps A ) mit der Struk- 

«(IM 

tur (Aß) genannt. Demgemäß hat die Netzplan variable "minimale Projektdau- 
er" den V erknüpfungstyp ()0,E, max), "kürzester Weg" den V er knüpfühgstyp 
(K3E , min), "maximaler Fluß" den Verknüpfungstyp ($,2L,min), "minimaler 
Fluß" den Verknüpfungstyp (f, 21 , max). Beispiele anderer anwendungsrele-* 
vant er Fälle sind (Ä.S. , max) und (yO , min, max) . Eine "Homomorphie"- 
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Bedingung für Netzpläne läßt sich nun wie folgt formulieren: Sei h: A — *B ein 
Ordnungs-Homomorphismus von (A,(7) auf (6,o[ ) , Jedem ß 6 B sei eine Ab- 
bildung »y ß := von R* in R 4 zugeordnet, A ß := h’ 1 (ß) . Sei 

die Klasse der zuvor angegebenen V er knüpf ungs typen, h soll ein Netzplan- 
(NP-) Homomorphismus heißen, wenn für jeden Verknüpfungstyp die 

Netzplanvariable der Struktur (A.O) gleich der Netzplan variablen der Struk- 
tur (ß ( °|) ist, 

“ /H'cmCO.ot/ /*« m* *** ) für alle (* a ) afe ^ inR 1 . 

Für Wege-Netzpläne ist diese Bedingung eine (echte) Verallgemeinerung einer 
Aussage (vgl. [8] ), die aus Untersuchungen zur Entwicklung von Reduktions- 
Algorithmen für Netzpläne bereits bekannt ist (vgl. Armon, on the condensa- 
tion of Network-Diagrams, Haifa (mündl. Mitt. ) und S. C. Parikh u. W. S. Jewell 
[11] , siehe dort: Subprojekt) . Sei Jf ein Netzplan in Vorgangspfeildarstellung 
mit der Vorgangsmenge A . Sei Ac A . Der durch die Kantenmenge A gebilde- 
te Untergraph habe genau eine Quelle und genau eine Senke. Hat dieser Unter- 
graph mit dem komplementären Graphen höchstens diese beiden Ecken gemein- 
sam, so gilt: Reduziert man den Untergraphen auf eine einzige Kante (von der 
Quelle zur Senke orientiert), deren Bewertung die Projektdauer des Teilnetz- 
planes mit der Vorgangsmenge A ist, so haben der ursprüngliche Netzplan 
und der durch die Reduktion von A entstandene Netzplan die gleiche Projekt- 
dauer für beliebige Bewertungen. 

Identische und konstante Abbildung genügen jedenfalls der NP-Homomorphie- 
Bedingung. Die zuvor behandelten Untersuchungen lassen die Existenz auch 
nicht-trivialer NP-Homomorphismen erwarten. Es stellt sich die Frage nach 
einer vollständigen Charakterisierung. Diese liefert in den beiden für die An- 
wendung bedeutsamsten Fällen der Verknüpfungstypen (V?E,max) und (£,£,min) 
ein Satz von F. J. Radermacher (vgl. [12| , [13] ) ; für den Fall max) 

siehe R. Möring [9] . Ein Ordnungs-Homomorphismus h genügt genau dann 
der NP-Homomorphie- Bedingung, wenn y ß : = A ß :h ^ ß ) 

für alle ß*& ist, und wenn h die zusätzliche Eigenschaft hat:^h<tt>(tfj)£^Atai)tk(^ 
s^(M!)€£Ein Ordnungs-Homomorphismus mit dieser Eigenschaft wird daher 
" reduzier end" genannt. Identische und konstante Abbildung heißen triviale 
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reduzierende Ordnungs-Homomorphismen. 

Es sind nun besonders zwei Fragen von Interesse: Erstens, gibt es für einen 
beliebig ausgewählten Netzplan immer nicht- triviale reduzierende Ordnungs- 
Homomorphismen, d.h. solche, bei denen eine echte Teilmenge von A ver- 
dichtet wird? Zweitens, ist bei successiver Reduktion die maximale Schritt- 
zahl von der Wahl des Anfangsschrittes abhängig? Man konnte zunächst er- 
warten die Antworten in Ergebnissen der Ordnungstheorie zu finden. Unter- 
suchungen der Eigenschaften von Homomorphismen h: (A,Ö')— ^ *(B t °[ ) mit 
der zusätzlichen Forderung [ (h(a), h(«')) feq ^ fhc«**) ] (ex ,* 1 ) € O 

(reduzieren), also stärker als der Homomorphiebegriff von Tarski, Robinson 
und schwächer als der von Scott und Suppes , hier der Isomorphismus , lie- 
gen dort bisher nicht vor. Die im folgenden angegebenen Aussagen stützen 
sich auf Ergebnisse einer Untersuchung von F. J. Radermacher, die noch 
unveröffentlicht ist. 

Eine Partition K = ( A ^ ... , A^) heißt Kongruenzpartition genau dann, 

wenn für alle j, i, j€.{l, ... , n] gilt: V ,V (ü? r , ß f )esÖ=5> A A 

ocCAj A*Aj ß€Aj 

(a, ß) € sO. Triviale Kongruenzpartitionen sind (A) und (tor} ) . Be- 

- 1 - 1 A 

zeichnet hh die Aequivalenzklasse: ot hh ar'^s^hfor) = h(of f ) und ist h 

reduzierend, so induziert hh * eine Kongruenzpartition von A . Sei umge- 
kehrt K s (Aj , ... , A ß ) eine Kongruenzpartition von A bezüglich (A t &) . 
Der Quotient (A,<y)/^: = (B,0| ) ist definiert durch B = , — , A n } und 

(Ä. , Ä.)*sO|^V V (ot t a') fe sOr . Die kanonisch-e Abbildung or— *A. für 
i j «cA, WcAj i 

or eA. ist ein reduzierender Ordnungs-Homomorphismus von (A,tt) auf 
(B,°[) ( der einzige, der die Kongruenzpartition (K induziert, bis auf 
Isomorphie). 

Sei Ac A . Die Subordnung (A,0|A) von (A.a) wird autonom genannt, wenn 
gilt: 

1. (V(ar, sÖ) - . Vfo^sOjJcA für alle arc A , 

2. (N(or, sö) - ^ Nfar 1 , sOr)) c A für alle a e A . 

Insbesondere sind (Afi) und ( {&} , (or, or)) für jedes aeA autonome Sub- 
ordnungen. Sie werden trivial genannt. Es gilt: K = (A^, . . . , A^) ist 
Kongruenzpartition von (A,0) genau dann, wenn für jedes i = 1, . . . , n 
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stets A. autonome Subordnung ist. (Die Unter-Graphen der Untersuchung von 
S.C. Parikh und W. S. Jewell [ltf erzeugen Subordnungen, die eine Un- 
terklasse der hier definierten Klasse der autonomen Subordnungen bilden (vgl. 

W ))• 

Der reduzierende Ordnungs-Homomorphismus läßt sich als verallgemei- 
nerte Umkehrung der Operation "Ersetzen eines Elementes cx q einer Ordnung 
(A.O) durch eine Ordnung (B,0() " interpretieren. Bezeichnet (A,er)^o (B,d):= 
(C,<£) die Ordnung mit der Trägermenge C = (A - {or J )uB und der Relation 
(<*, ß)es£^(a, ß)*sOfür a, ßi/K-iceJ oder (o^, ß)e sö für ae B und ße 

A-{<* 1 oder (a, a )esO für are A -tor l und ßeB oder (or, ß)c s^für 
o J o o 

a, ß € B , so ist (B,oj) eine autonome Subordnung von (C,<&) . 

Eine Ordnung heißt Primordnung genau dann, wenn sie nur die trivialen Homo- 
morphismen besitzt. ( Aequivalenti nur die trivialen autonomen Subordnungen, 
nur die trivialen Kongruenzpartitionen). Die erste Frage ist damit die Frage 
nach der Existenz von Pr im Ordnungen. Die Antwort lautet: Für jedes n * 3 
gibt es mindestens eine n-elementige Primordnung, also mindestens eine Ord- 
nung, die sich nur trivial reduzieren läßt. Ein Algorithmus zur Bestimmung 
aller Primordnungen für eine vorgegebene Zahl n wurde von H. Spelde an- 
gegeben [15] . Die dort ermittelten Zahlen für n = 1, ... , 6 zusammen 
mit der jeweiligen Anzahl aller nichtisomorphen Ordnungen sowie einige 
Beispiele in minimaler Graphenrepräsentation gemäß [8] , finden sich in 
Abb. 1 ). 

Seien K = (Aj , ... , A r ) und ttO = (A^ , ... , A^ ) Kongruenzpartitio- 
nen der Ordnung (A,0) . IK heißt feiner als K' , K < IK' genau dann, 
wenn { A^ M :(i, j)* { 1,. . . . , r}*{l, . . . , m}} = IK . Die Menge aller 
Kongruenzpartitionen ist durch < geordnet mit kleinstem Element (Lex) 
und größtem Element ( A ) . Die Menge aller Kongruenzpartitionen bildet 
also einen Verband, den Kongruenzpartionsverband IK 0 (A) . (In Abb. 2 
finden sich diese Verbände für einige Ordnungen.) 

Das entscheidende Resultat ist an dieser Stelle, daß K^(A) ein Brikhoff- 
scher Verband ist. Somit gilt die Jordan-Dedekindsche Kettenbedingung 
(vgl. [16] ), d. h. maximale Ketten im Kongruenzpartitionsverband einer 




Abb. 1 Beispiele für Primordnungen 



n 


Anzahl der 
Primordng. 
mit n Eiern. 


X 


Anzahl der 
Ordnungen 
mit n Eiern. 
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28 


35 


318 


404 





Ordnung : 




zugehöriger Kongruenzparhitfons- 
verband _/fv 

s.o (in klein) 



AU Giuotientenordnungen A/K ergeben sieh 

die nicht notwendig verschiedenen hom amorphen Bilder 

A, B, C f D, E f F ! 
















119 



Bestimmung der Dimension einer Ordnung A durch Angabe einer erzeugenden 
maximalen Kette und Anwendung des Kettensatzes ; dim A = 14 . 
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Ordnung (AO) haben die gleiche Länge (Dimension der Ordnung). 

(Beispiele: Abb. 2 sowie ein ausführliches in Abb. 3 , die außerdem zeigt, 
daß durchaus verschiedene maximale Ketten existieren können. ) 

Die Frage zwei kann nun unmittelbar nach dem folgenden Satz über "indu- 
zierte Homomorphismen" behandelt werden, welcher die Kettenaussagen 
von den Kongruenzpartitionen auf die zugehörigen Quotienten überträgt. 

Sind nämlich IC = (A 1 , . . . , A ) und K* * (A* , ... , A* ) zwei Kongru- 
i n ir 

enzpartionen einer Ordnung (A,o) mit K < K* und (B,q): » (A.or)/^ ; 
(B\Of l ): * (A.G)/j£, » so ist (B f ,of) Bild von (B,oj) unter einem reduzieren- 
den Ordnungshomomorphismus. Dieser ist wieder bis auf Isomorphie die 
kanonische Abbildung h definiert durch: A^, c Al (existiert eindeutig wegen 
•< ) h(A^) = A^ . Dieser Satz über induzierte Homomorphismen läßt 
sich ohne Mühe auf Netzpläne übertragen (vgl. [12] , [13] ). Damit ist 

die zweite Frage beantwortet: Die Länge einer maximalen Kette (succes- 
siver Reduktionen) ist von der Wahl des Anfangsschrittes imabhängig. (Ein 
größeres Beispiel zeigt Abb. 4 . ) 
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Die Erstellung von CPM-Netzplänen 

P. Brücker, Regensburg 



1. Einleitung 

Unter einem CPM-Netzplan versteht man einen gerichteten azykli- 
schen Graphen mit einer nichtnegativen Kantenbewertung, der ge- 
nau eine Quelle und genau eine Senke besitzt (vgl. Abb, 1). 




Abbildung 1 

Die Kanten (Pfeile) des Netzplans stellen zeiterfordernde Tätig- 
keiten dar. Ihre Bewertung entspricht der jeweiligen Dauer der 
Tätigkeiten. Die in Abb. 1 auftretenden gestrichelten Pfeile S 1 
bis S stellen Scheintätigkeiten dar, denen man die Dauer Null 
zuordnet. Sie sind notwendig, um logische Abhängigkeiten zwi- 
schen den Tätigkeiten richtig darzustellen (siehe S^S^S^) oder 
zu vermeiden, daß das Netzwerk parallele Kanten enthält (siehe 
Sjj) . Die Knoten des Netzwerks nennt man Ereignisse. Sie entspre- 
chen dem Beginn bzw. dem Ende der jeweiligen Tätigkeit. 
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Bei der Erstellung eines CEM-Net zplanes hat man zunächst alle am 
Projekt beteiligten Tätigkeiten zu erfassen und deren Dauern abzu- 
schätzen. Außerdem ist für jede Tätigkeit die Menge aller Naeh- 
folgertätigkeiten J zu bestimmen. Man erhält auf diese Weise eine 
Tabelle der folgenden Form: 



Tätigkeit 


Dauer 


Nachfolgertätigkeiten 


A 


3 


{C,ß,E,I,D} 


B 


4 


{C,P,H,D> 


C 


5 


{D,E,I} 


D 


1 


<l> 


E 


3 


{H,I} 


F 


2 


{E,H} 


G 


6 


{D,E,I> 


H 


1 


<f> 


I 


2 


<(> 



Tabelle 1 



Eine wichtige Aufgabe der Netzplantechnik besteht darin, eine 
solche Tabelle in einen entsprechenden CPM-Netzplan so zu über- 
führen, daß dieser möglichst wenige Scheintätigkeiten enthält. 

Im 2. Abschnitt dieser Arbeit wird ein einfaches Verfahren ent- 
wickelt, das bezüglich der oben genannten Zielsetzung den bis- 
her aus der Literatur bekannten Verfahren (vgl. GÖTZKE [2], 

KLEMM [3]) überlegen ist. 

Bevor man dieses Verfahren anwendet, sollte man jedoch in der 
Nachfolgertabelle unnötige Nachfolgerbeziehungen eliminieren. 

In Tabelle 1 folgt z.B. aus der Tatsache, daß C Nachfolger von 
A und D Nachfolger von C ist, automatisch, daß D Nachfolger von 
A sein muß. Daher ist es nicht unbedingt notwendig, D als Nach- 
folger von A aufzuführen. Eliminiert man solche redundanten 
Nachfolger, so reduziert sich der Rechenaufwand bei der Erstel- 
lung eines CPM-Netzplans erheblich. Ein entsprechendes Verfahren 

1) Es handelt sich hier nicht unbedingt um direkte Nachfolgertä- 
tigkeiten, d.h. zwischen einer Tätigkeit und ihrer Nachfolger- 
tätigkeit können andere Tätigkeiten liegen. 
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wird im folgenden Abschnitt vorgestellt. Dieses Verfahren ent- 
deckt zugleich zyklische Nachfolgerbeziehungen 9 , die durch Fehler 
in der Nachfolgertabelle auf treten können. 

2. Das Elinimieren redundanter Tätigkeiten in der Nachfolgert ab ei- 
lte 

Wir ordnen zunächst der Nachfolgertabelle, in der die Tätigkei- 
ten von 1 bis N durchnumeriert seien, einen Graphen G mit folgen- 
den Eigenschaften zu: 

(1) Die Knoten in G entsprechen den Tätigkeiten des Projekts. 

(2) (i,j) ist genau dann eine Kante in G, wenn j ein Nachfolger 
von i ist. 

Dann gelten folgende Beziehungen: 

(a) j ist genau dann als Nachfolger von i redundant, falls in G 
ein Weg von i nach j führt, der mindestens zwei Kanten ent- 
hält. 

(b) Die Nachfolgerbeziehungen sind genau dann zyklisch, wenn in G 
mindestens ein Zyklus existiert. 

Mit Hilfe des folgenden Algorithmus (vgl. BRÜCKER [1]) läßt sich, 
falls in G keine Kreise existieren, für alle Knotenpaare i,j die 
Anzahl der Kanten eines Weges, der von i nach j führt und maxi- 
mal viel Kanten besitzt, bestimmen. Ist diese Anzahl mindestens 
gleich zwei, so hat man eine redundante Nachfolgerbeziehung. 
Außerdem läßt sich mit Hilfe des gleichen Algorithmus prüfen, ob 
G kreisfrei ist. 

Algorithmus : 

1. Ordne dem Graphen G die Matrix D = (d^. ) NxN mit 

2) Man spricht von zyklischen Nachfolgerbeziehungen, wenn für be- 
liebige Tätigkeiten A^Ag,. . . ,A n gilt: A^ +1 ist Nachfolger von 

A^ für i * 1,2, . . . ,n-l und A^ ist Nachfolger von A r . 
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a « = 



M- 



2. Berechne iterativ die Matrizen D 
k * 1, . . . ,N wobei D^ 0 ^ = D und 



falls j Nachfolger von i 
sonst 

00 - 



*13 / NxN 



für 



zu. 



d (k*l) = ^ 

a ±3 * 



d> 



(k) 



±3 



falls i * k oder j = k 



max{d||^,d|^ + d^j sonst 



für k * 0,1,..., N-l gilt. 

In der Matrix D^ ist dann die gewünschte Information enthalten. 
G ist nämlich genau dann kreisfrei, falls d* . 7 = -• für alle i 
gilt. Ist das der Fall, so enthält D v 9 die Anzahlen der Kanten 
von Wegen größter Kantenzahl*^ . Die Nachfolger j von i mit 
dj“jp 2 sind daher redundant. 

Beispiel : Die zur Tabelle 1 zugehörige Matrix D^ 0 ^ hat die Form 



>(o) 



A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

H 

I 



D 

1 

1 

1 



E 

1 



F 

»00 

1 



G 

1 



1 

—00 

—00 

1 

1 



Han erhält D 



Co) . D C1) 



,C2) 



3) 4 



CN) . 



« . 

j führt. 



bedeutet: Es existiert kein Weg, der von i nach 
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Somit sind die Nachfolgerbeziehungen (A f D), (A # E) , (A f I), (B,D) , 
(B,H), (C,I) , (P,H) und (G,I) redundant. Als reduzierte Nach- 
folgertabelle erhält man 
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3. Umwandlung der Nachfolgertabelle in einen CFM-Netzplan 

Der Algorithmus zur Umwandlung einer Nachfolgertabelle in einen 
CPM-Netzplan besteht aus folgenden Einzelschritten, 

(a) Ordne jeder Nachfolgermenge a die Menge aller Vorgänger, d.h. 
die Menge derjenigen Tätigkeiten, die a als Nachfolgermenge 
besitzen, zu. Füge den Nachfolgermengen die Menge aller Tä- 
tigkeiten, die nicht in den Nachfolgermengen enthalten sind, 
hinzu und ordne ihr die leere Menge zu. 

Wendet man dieses Verfahren auf Tabelle 2 an, so erhält man 
Tabelle 3* Wir bezeichnen die dort auf der linken Seite ange- 
führten Mengen als Vorgängermengen. 



V or gängermengen 


Nachfolgermengen 


{A> 


(C,G} 


{B} 


{C,F} 


{C,G> 


{D,E} 


{E} 


(H,I> 


{P} 


IE} 


{D,H,I} 


<l> 




{A,B} 



Tabelle 3 



(b) 0. Setze i = 1. 

1. Existiert eine Nachfolgermenge, die in einer anderen ent- 
halten ist, so gehe nach 2. Andernfalls gehe nach 3* 

2. a sei eine in einer anderen Nachfolgermenge enthaltene 
Menge größter Mächtigkeit . Ist a C ß, so ersetze man 
alle Elemente, die ß mit a gemeinsam hat, durch die Schein- 
tätigkeit S^ und füge S^ zur Vorgängermenge von a hinzu. 
Erhöhe i um 1 und gehe nach 1. 

3. Existieren zwei Nachfolgermengen mit einem nicht leeren 
Durchschnitt, so gehe nach 4. Andernfalls gehe nach 5* 

4) Man bezeichnet als Mächtigkeit die Anzahl der Elemente einer 
Menge » 
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4, a,ß seien Nachfolgermengen mit einem Durchschnitt größter 

Mächtigkeit. Ersetze alle gemeinsamen Tätigkeiten von o 
und ß in a durch die Scheintätigkeit S^ und in ß durch die 
Scheintätigkeit S^ +1 . Füge an ß als neue Nachfolgermenge 
mit der zugehörigen Vorgängermenge hinzu. Er- 

höhe i um 2 und gehe nach 1. 

5. Stop 

Wendet man das soeben beschriebene Verfahren auf Tabelle 3 
an, so erhält man 

Vorgängermengen I Nachfolgermengen 



{A> 


1 


{G,S 2 > 


{B> 


2 


{P,s 3 } 


{C,G} 


3 


{D.Sj} 


{E} 


4 


{H,I> 


{P.Sj} 


5 


{E> 




6 


♦ 


♦ 


7 


{A,B} 


ts 2 ,s 3 } 


8 


{C> 



Tabelle 4 



(c) Jedem Paar von Vorgänger- und Nachfolgermengen entspricht im 
CPM-Netzplan ein Ereignis, welches das Ende der Vorgänger- 
tätigkeiten und den Anfang der Nachfolgertätigkeiten dar- 
stellt. Numeriert man diese Ereignisse wie in Tabelle 4 an- 
gegeben, so läßt sich ohne Schwierigkeiten Tabelle 5 auf- 
stellen. Sie enthält die für das CPM-Netzwerk relevante In- 
formation. 



Tätigkeit 


A 


B 


C 


D 


E 


F 


G 


H 


I 


s i 


s 2 S 


Anfang 




7 


TT 


~ 




~ 

~ 


1 

~ 


T" 


“T" 


3 


1 


2 


Ende 


1 


~T 


T 


6 


“TT 






6 


6 


5 


8 


T 


Dauer 


T 


"V 


5 




~ 


2 


6 


~ 


~ 


0 


0 





Tabelle 5 
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Man beachte, daß die in diesem Schritt des Verfahrens konstruier- 
te Tabelle parallele Kanten enthalten kann (vgl. die Tätigkeiten 
H und I in Tabelle 5). Bei der Aufstellung des CPM-Netzplans hat 
man sie unter Verwendung weiterer Scheintätigkeiten in der be- 
kannten Weise (vgl. GöTZKE [2], S. 69) zu eliminieren. Dies ist 
im in Abb. 1 dargestellten CPM-Netzplan : der mit Hilfe von Ta- 
belle 5 konstruiert wurde, geschehen. 

Anmerkung : 

Es ist möglich, die Ereignisse im Schritt (c) so zu numerieren, 
daß der Anfang einer jeden Tätigkeit stets eine kleinere Nummer 
erhält, als das Ende (aufsteigende Knotennumerierung). Hierzu hat 
man die Paare von Vorgänger- und Nachfolgermengen in einer Rei- 
henfolge zu numerieren, die sich mit Hilfe des folgenden Algo- 
rithmus ergibt : 

Betrachte eine Nachfolgermenge a, deren zugehörige Vorgängermenge 
leer ist. Streiche beide Mengen, außerdem eliminiere man in allen 
Vorgängermengen Elemente, welche zu ot gehören. Wende das soeben 
beschriebene Verfahren auf die so reduzierte Tabelle an. Numeriere 
die Paare in der Reihenfolge, in der die Nachfolgermengen durch- 
gestrichen wurden. 

Der in diesem Abschnitt auf ge führte Algorithmus unterscheidet 
sich von einem Verfahren, das GÖTZKE ([2], S. 66 ff.) anführt, 
im wesentlichen dadurch, daß die einzelnen Schritte geschickter 
angeordnet werden. Das hat zwei Vorteile: 

1. Der Rechenaufwand reduziert sich, 

2. man kommt mit weniger Scheintätigkeiten aus. 

Für den zweiten Vorteil ist die Reihenfolge, in der die Schein- 
tätigkeiten im Schritt (b) des hier geschriebenen Verfahrens 
eingeführt werden, maßgeblich. Dies wird anhand des folgenden 
Beispiels, in dem lediglich die Nachfolgermengen aufgeführt wur- 
den, deutlich. 
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Beispiel : 



(a) 


{A,B,C> 


{s 1 ,c> 


{s 1 ,c} 




{A,B} 


» {A,B} > 


► {a,s 2 > 




{B,E,F> 


{B,E,F} 


{s 3 ,e,f} 

{B} 


(b) 


{A,B,C} 


{S 1 ,B,C} 


{s 1 ,s 3 > c} 




{A,B} 


* {s 2 ,b} _ 


> {SjjSjj} 




{B.E.F} 


{B,E,F} 

{A> 


{s 5 ,e,f} 

{ A > 

{B} 



Im Falle (b) des Beispiels sind 5 Scheintätigkeiten notwendig, 
während im Fall (a), in dem der hier vorgeschlagene Algorithmus 
angewandt wurde, lediglich 3 Scheintätigkeiten eingeführt wer- 
den müssen. Aus ähnlichen Gründen werden in einem Beispiel von 
GÖTZKE (vgl. [2], S. 78, Bild 39) mehr Scheintätigkeiten als 
notwendig eingeführt. Auch beim Verfahren von KLEMM werden im 
allgemeinen für die Darstellung des CPM-Netzplans zu viele 
Scheintätigkeiten benötigt. 



Literatur : 

[1] BRÜCKER, Peter: R-Netzwerke und Matrixalgorithmen, Computing 
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der Reihenfolget ab eile und seine graphengesteuerte Auswer- 
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Netzplantedmik bei knappen Kapazitäten - Lösungs- 
verfahren der begrenzten Enumeration mit Hilfe 
disjunktiver Graphen und bewerteter Stufen-Netze 

W. Küpper, Hamburg 



Referring to Balas the problem of minimizing project duration under multiple resource constraints 
can be formulated by means of a disjunctive graph. In the following paper this graph is used to 
develop a new branch-and-bound algorithm, in which a sequence of feasible plans with decreasing 
project duration is generated by introducing supplementary arcs between unconnected nodes. Davis/ 

Heidorn solved the same problem by finding the shortest path in a rank-ordered network with nodes 
representing subsets of unit-duration tasks. This procedure seems to be less efficient when applied 
to large projects. On the other hand rank networks can be employed to deal with the more general 
problem of minimizing project costs as a function of project duration and resource utilization. 

Im folgenden werden Optimierungsprobleme der Netzplantechnik behandelt, die dann auftreten, wenn die zurDurch- 
föhrung eines Projektes erforderlichen Potentialfaktoren (Arbeitskräfte, Betriebsmittel) nur in begrenztem 
Umfang zur Verfügung stehen. Die Dauer jedes Vorgangs des Projektes wird als gegebene konstante Größe betrach- 
tet. Es lassen sich dann zwei Problemtypen unterscheiden, je nachdem, ob ausschließlich von der Projektdauer 
abhängige Kosten (Ausfallkosten, Projektverlängerungskosten) oder ob zusätzlich von der Kapazitätsbeanspruchung 
abhängige Kosten bei der Ablaufplanung des Projektes zu berücksichtigen sind. 

Steigen die Ausfallkosten mit der Projektdauer monoton an, so besteht im ersten Fall die Aufgabe darin, einen 
in bezug auf die Kapazitätsrestriktionen zulässigen Ablaufplan mit minimaler Projektdauer zu finden. Dieses 
Problem wird in Anlehnung an Balas^ als graphentheoretisches Problem formuliert. Grundlage hierfür ist ein 
disjunktiver Graph, der dadurch entsteht, daß im ursprünglichen Vorgangsknoten-Netzplan disjunktive Pfeilpaare 
zwischen unverbundenen Knoten eingeführt werden. Die Menge zulässiger Netzpläne läßt sich als Teilmenge von 
Graphen beschreiben, die von jedem disjunktiven Pfeilpaar höchstens einen Pfeil enthalten. Gesucht ist ein zu- 
lässiger Plan, bei dem der längste Heg vom Anfangs- zum Endknoten im zugehörigen Graphen minimal ist. 

Es wird ein Branch-and-bound-Verfahren dargestellt, bei dem aus unzulässigen Plänen durch sukzessives Einfuhren 
zusätzlicher Pfeile eine Folge zulässiger Pläne mit monoton abnehmender Projektdauer auf gebaut wird. Die Aus- 
wahl der Pfeil-Ergänzungen erfolgt mit Hilfe einer Prioritätsregel; die zuerst gefundene zulässige Lösung 
stellt meist eine gute Näherungslösung dar. 

Das Problem der Minimierung der Projektdauer bei konstanten Kapazitätsgrenzen wurde von Davis/Heidorn^ mit 
einem Verfahren gelöst, das auf sogenannten Stufen-Netzen aufbaut. Hierbei sind die Vorgänge des Projekts in 
Teilvorgänge mit der Dauer einer Zeiteinheit aufzuspalten; es sind nur ganzzahlige Vorgangsdauern zugelassen. 

Zu den Knoten des Stufen-Netzes gehören partiell geordnete Mengen von Teilvorgängen; durch einen Pfeil erfolgt 
jeweils eine Zuordnung von Teilvorgängen zu einer Zeiteinheit. Der kürzeste Weg im Stufen-Netz vom Anfangs- 
zum Endknoten repräsentiert einen optimalen Ablaufplan. Nach einer Beschreibung des Aufbaus und der Eigenschaften 
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von Stufen-Netzen wird das Verfahren von Davis/Heidorn skizziert. 

In bezug auf die Zielfunktion "Minimierung der Projektdauer 1 ist im allgemeinen das entwickelte Branch-and- 
bound-Verfahren dem Verfahren von Davis/Heidorn überlegen. Dagegen lassen sich mit Hilfe von Stufen-Netzen 
allgemeinere Probleme (z.B. zeitabhängige verfügbare Kapazitäten) und Probleme mit anderen Zielfunktionen be- 
handeln. Im Abschnitt II. wird gezeigt, wie durch eine Knoten- und Pfeilbewertung in Stufen-Netzen beschäfti- 
gungsabhängige Kosten sowie Ausfallkosten berücksichtigt und kostenainimale Ablaufpläne des Projektes bestimmt 
werden können. 

I. Minimierung der Projektdauer bei beschränkt verfügbaren Kapazitäten 
1, Problemstellung 

Gegeben sei ein Projekt A mit einer Vorgangsmenge V • {v a# v^, v b , v 0 } , Vorgängermengen IJ(v) bzw. 
Nachfolgermengen I^(v), Vorgangsdauern D(v), Kapazitätsbedarfsvektoren a(v) • (a^(v), ...» a (v)h 
Die für das Projekt verfügbaren Kapazitäten sind durch den Kapazitätsvektor b ■ (b^ f ..., b^) gegeben. 

TJ(v) s AZ(v) * EZ(u) für alle u«Ij(v) 
r 2 (v) : EZ(v) < AZ(u) für alle uc JJ(v) 

AZ(v) : Anfangszeitpunkt des Vorgangs v 
EZ(v) : Endzeitpunkt des Vorgangs v 

a^(v) : Anzahl der Einheiten der Kapazitätsart i, die bei Durchführung von v pro Zeiteinheit 
benötigt werden 

b^ : Anzahl der während der Projektdauer pro Zeiteinheit verfügbaren Einheiten der Kapazitätsart i 

O.E.d.Ä. sei v der Startvorgang des Projektes mit H(v ) • 0 und D(v ) - 0 und v der Zielvorgang mit 
a I a a e 

T!(v ) * 0 und D(v ) • 0. Außerdem gelte a(v) für alle v-eV mit D(v) * 0; AZ(A) ■ AZ(v ) * 0 
zee a 

sowie EZ(A) - AZ(v g ). Eine Unterb#echung der Vorgänge des Projektes sei unzulässig, d.h. 

EZ(v) ■ AZ(v) ♦ D(v) (v€ V), 

Das Optimierungsprobien, einen durch AZ(v) (v-tV) gekennzeichneten zulässigen Ablauf plan des Projektes mit 

minimaler Projektdauer zu finden, kann dann wie folgt formuliert werden: 

Zielfunktion: 

AZ(v ) ■ min! 
e 

Nachf olqebedinqunqen : 

AZ(v a ) - 0 

AZ(u) - AZ(v) * D(v) für alle u-cl^(v) (v«V) 

Kapazitä tsbedinqunqen : 

1 a^v) * bj (i - 1, ..., q) 

v ‘ V t (0«t*AZ(v)) 

e 



mit 

V t .{*«v : AZ(v) < t < AZ(v) ♦ D(»)> 
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Dat Problaa besitzt ein« zulässige Lösung, wenn gilt: 0 < a^v) < b^ (v-e V; i - 1, M * f q). 

Ein optiaaler Ablauf plan hat die Eigenschaft: ^ 0 für alle t€ [0 f AZ(v 0 )C 

Es brauchen deshalb nur Ablaufplane ohne Projektleerzeiten betrachtet zu werden. 



2 # Foraulierunq des Probleas ait Hilfe disjunktiver Graphen 

Zua Projekt A gehöre das zykelfreie bewertete Netz 6 - (X f P, c^) ait der Knotenaenge X - V, der Pfeil- 
aenge P - •{(u.v) : u«V, v«JJ(u)} und der Pfeilbewertung c^(p) - D(u) für p - (u, v)«P. 
la folgenden werden die Vorgänge (Knoten) durch die Vorgangsnuaaern gekennzeichnet: X - V - {a,1,...,a,e} . 

Es sei -{(j, k) : jV k; j, k«X; k ist in 8 von j aus erreichbar} , 
k) : j / k; j f k€X; (j, k), (k, j)*Hg) . 



Eine Knotenaenge YCX heißt unverbunden in 6, wenn für je zwei Knoten j, k € Y gilt: (j, k) € Rg • 
¥CX ist eine aaxiaale unverbundene Knotenaenge. wenn keine unverbundene Knotenaenge ? existiert, so daß 
YC? und VM. 

{(j, k), (r, s)} ist ein disjunktives Pfeilpaar, wenn k ■ r und j * s sowie (j, k), (r, s) € Rg . 

Eine Ergänzung E ist eine Teilaenge von Rg, die von jedea disjunktiven Pfeilpaar höchstens einen Pfeil 
enthält: (j, k)«E*(j,k)€ Rg und (k, j)^E . 

Ourch E wird aus 6 der Graph 6g • (X, Pg, c^} ait Pg - PmE erzeugt. Zu jedes Graphen Gg gehören 

Subgraphen Gjf - (X 1 , P*) ait X 1 . { ] : j«X, a.(j)>0> und 

, i i (i • 1. .... q). 

k) : (j, k)«XM\ (j, k)«P E > 

Sei Gg zykelfrei und Yg das Systea aaxiaaler unverbundener Knotenaengen in Gg ait der Eigenschaft 

«in (L(a, j) ♦ 0(j)) > aax lr(a, j) für alle Y«y! 
j-cY 11 j«Y 11 11 

lg(a, j) : Länge eines längsten Heges von a nach j in Gg 

(frühester Anfangszeitpunkt FAZ des Vorgangs j). 



Eine Ergänzung E ist zulässig, wenn gilt: 
a) Gg ist zykelfrei; 



b) Ng* 



. aax { EI 
j ‘ Y 



»jt j)} < bj (i - 1, q). 



Ist E zulässig, so ist der zu Gg gehörende Ablaufplan ait AZ(v) - lg(a, v) - FAZ(v) zulässig. 
Ist E unzulässig, so ist der zugehörige Ablaufplan unzulässig. 

Np sei die Nenge zulässiger Ergänzungen des Graphen 6. Das Problea. einen zulässigen Ablauf plan ait 
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minimaler Projektdauer zu finden, ist äquivalent den Problei, eine Ergänzung E -e zu bestimmen, für die 
gilt: 

1? • iin L 
E«^ L 

1^ » l^(a, e) : Länge eines kritischen Weges in G^. 

3. Algorithmus der begrenzten Enuaeration von Ergänzungen (Branch-and-bound-Verfahren) 

3.1, Vorbemerkungen 

Im folgenden Algorithmus wird aus unzulässigen Ergänzungen durch stufenweises Einfuhren zusätzlicher Pfeile 
aus der Hange Bq disjunktiver Pfeilpaare eine Folge zulässiger Ergänzungen mit monoton abnehmender Projekt- 
dauer 1^ erzeugt. Die Enumeration zulässiger Ergänzungen wird dadurch begrenzt, daß die Projektdauer I jedes 
zuletzt erzeugten zulässigen Ablaufplans eine Obergrenze für die minimale Projektdauer lg* darstellt 
(ljr < I). Der Algorithmus ist ein spezielles Branch-and-bound-Verfahren, bei dem in jedem Verzweigungspunkt 
z des Lösungsbaums eine unzulässige Ergänzung E mit 1^ < 1 durch einen zusätzlichen Pfeil p(z) * (i, j) 
Bg - B^ zu einer Ergänzung E( z) - EWp(z)} erweitert wird. 

Zu Beginn des Verfahrens wird im ersten Verzweigungspunkt E » 0, L « L* - l(a, e) in G und I ■ c 

t |ö 

gesetzt (c : Obergrenze für die Projektdauer, z.B. c - J D(i) ). 

4*1 

Die Menge der ergänzten Pfeile auf einem Weg vom ersten Verzweigungspunkt zu einem Punkt z des Lösungsbaums 
repräsentiert die Ergänzung E(z) - Eiy^p(z)} » 

a. Ist die Ergänzung zulässig mit L(i, j) < I, so wird I * l^j (neue Obergrenze) gesetzt 
(z: Endpunkt des Lösungsbaums), 

b. Ist E(z) unzulässig und L(i, j) - l^(a, i) + D(i) + l^(j,e)<I, so erfolgt von E(z) aus 
eine weitere Verzweigung. 

c. Gilt dagegen L(i, j) » I, so endet der Baum ohne Änderung von I in z, 

d. Von einem Baumende geht man zu dem nächstliegenden Verzweigungspunkt zurück, der noch ungeprüfte 
Verzweigungsmöglichkeiten enthält, und setzt von hier aus die Erzeugung zulässiger Ergänzungen fort. 

Das Verfahren wird beendet, wenn alle vom ersten Verzweigungspunkt (E - t) ausgehenden Verzweigungen geprüft 
sind. Zu der zuletzt unter a. erzeugten Ergänzung gehört ein zulässiger Ablaufplan mit AZ(v) » ljta, v) 

- FAZ(v) und der minimalen Projektdauer 1|* - I . 

Da bei dem Verfahren jede zusätzliche Ergänzung durch genau einen Pfeil zwischen unverbundenen Knoten in 
einem zykelfreien Graphen erzeugt wird, ist jeder erzeugte Graph L zykelfrei. 
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3.2, Darstellung des Verfahrens 

Die Punkte des Lösungsbauas werden ia folgenden durch •lexikographisch" geordnete Vektoren 
z - fO, z v ..., z p ) , z^c W f 2 - (0) : Anfangspunkt, 
r : Rang des Punktes z ia Lösungsbaua, 

gekennzeichnet. In z wird die Ergänzung E durch ein Knotenpaar p(z)€^ zu einer Ergänzung 

E(z) - Ei/-fp(z)) -{p((0, z 1 )), p((0, z v z 2 )) t p((0, Z-J , z p )) - p(z)} 

erweitert. Dea Punkt z ait p(z) • (i, j) wird jeweils der Wert 
L(p(z)) - l^(a, i) ♦ D(i) ♦ lg( j, e) 

zugeordnet, d.h. die Länge eines längsten Weges ia Graphen , der den Pfeil (i, j) enthalt. Die 

Länge eines kritischen Weges in G^j beträgt: 

L(z) - l^ z j - aax {L((0)) f L(p((Ö, z^)), ..., L(p((0, z v z p )))} 

- aax {L((0 f ly ..., z r-1 )). L.(p(z))} 

L( (0) ) .■ l(a, e) : Länge eines kritischen Weges in G, 

Für jede unzulässige Ergänzung E(z) sei 

2f(z) - Tp(z; 1), p(z; 2), p(z; n(z))] 

die Liste der Pfeile, durch die in den auf z folgenden Punkten des Lösungsbiums E(z) jeweils erweitert 

wird (p(z; n) - p((0, z 1 z p , n)), wenn z - (0, iy ..., z p )). 

•t( z) wird wie folgt bestimmt: 

Zu E(z) gehört ein System maximaler unverbundener Knotenmengen Y^j mit der Eigenschaft, daß für jedes 
W E(t \ gilt: 

EU) a. {i, j> C Y ■> (i, j) S |(z) 

b. Es existiert kein Y* € Y^j ait YCY* und Y* ^ Y. 

c. N X (Y) - ) a.(j) > b. für mindestens ein H*(1, ..., q} 

J«Y 1 

d. min FEZ(j) > max FAZ(j) (FAZ(j) - L M (a, j), FEZ(j) - FAZ(j) ♦ D(j)) 

j«Y j€Y t ' Z/ 

Aus Y e j z j ■ {y\ ..«, Y^} wird eine Knotenmenge Y^ mit folgender Eigenschaft ausgewählt: 



Sind 



iy y 2 » ...» y* die Elemente von Y* mit FAZ(y*) < FAZ( y^) < ... < FAZ(y* ) 



(i - 1, ..., 1), so gilt: 

a. FAZ(ylj) « FAZ(y*) für alle i - 1, ..., 1; 

b, Falls für i - 1, ..., 1 FAZ(y^) - FAZ(yj), (j - 1, ..., n), so ist entweder n - 
oder FAZ(yJ^) - FAZ(y^). 

|< 

Y -6 Y^j z j enthält also die Vorgangsknoten mit - nach lexikographischer Reihenfolge - minimalen frühesten 
Anfangszeitpunkten in G^j. 

Sei P^ • f(i, j) : i / j; i, j«Y^} , Bei der Bestimmung der Liste ?(z) lassen sich zwei Fälle unterscheiden: 
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FallJ: Es «xistiert «in (i, j)*^ und ein «€ M . f q) alt (*(1, 7) - a # (i) ♦ a # ( j) > und 

L(i f j) « L(i, j) . ^(a, i) ♦ D(i) ♦ l^J, •) fur all« (i, j)«P k . 

Oann sei n(z) - 2, p(z; 1) - (I, J) und p(z; 2) - (J, i). 

Fallet Sei 2C(z) • P k , so daß n(z) • /V k / • ( |Y k | . 1). Dann werden die Knotenpaare so numeriert, dH 
L(p(z; n^)* L(p(z; n^}), wenn ^ « n 2 (p(z; nH^f(z); n - 1, n(z)). 

Verfahrensablauf: 

a 

1. Setze I :• c (:- D(i))» r :• 0; z :• (0); E(z) s- 0; L(z) :• l^j - l(a,e). 

2. Bastiane die Liste <C(z) :• {p(z; n) : n« (1, n(z)}} . Falls ?(z) • 0 (n(z) - 0), setze 

I :• L(z), r :• r • 1, und gehe nach 4. Setze z^ :• 1. 

3. Setze r:- r ♦ 1; z :* (0, z^, ..., z p ), und bilde die Ergänzung E(z) E((0, z^ i .j))V/{p(z)}; 
setze L(z) :• aax {L((0, z^ ..., z^)), L(p(z))} # Falls L(z) < I, gehe nach 2.. Setze r :■ r-1. 

4. Setze r:- r-1. Falls r < 0 # ENDE. Setze z :• (0, z^ f ..., z^). 

5. Falls z^ • n(z), gehe nach 4. Setze z ^ z^ * 1 und gehe nach 3. 



4, Foraulieruno des Probleas ait Hilfe von Stufen-Netzen 

Es wird vorausgesetzt, daB D(k)« N (k ■ 1, a). G^ sei das Vorgangsknotennetz, das aus 6 durch eine 

Aufspaltung der Vorgänge in Teilvorgänge ait der Dauer einer Zeiteinheit entsteht: 



G 1 • (*, P, cj); l.Mi, e> ; H.» {[k, 1) : k*1 1 - 1 D(k)}; 

[k, 1] : 1-ter Teilvorgang des Vorgangs k; P - ?W(a, [k, 1] ) : k€^(a)}V/{{ [k, D(k)], e) : k«f]J(e)}; 
F.* {( [k, l] ,[r, sl ) : s • 1 ♦ 1 für r • k und l<D(k); s • 1 für r€?J(k)} ; 



fO für p . ( £k, 0(k)], 
Cj(p) sonst 



(p«P> 



Es sei FDZ(k, 1) - l(a, [k, l] ) - r(k, 1); SDZ(k, 1) . T - l( [k, 1 % e); 

FDZ (SDZ)(k, 1) : früheste (späteste) Zeiteinheit zur Durchführung des Teilvorgangs [k, l]; 
T : Projektdauer. 



Da s Stufen-Netz - (Xg, Pg, c p ) ist dadurch gekennzeichnet, . daß seinen Knoten j«Xg partiell geordnete 

Teilaengen S^CM (j ** 0, 1,..., z; S q -0, • M) ait folgenden Eigenschaften zugeordnet sind: 

a. ^CSj» ^ t Sj, «enn i < j, 

b. D<. l]«Sj •* IJ(k. l)CS r 



Entfernt »an in alls Knoten [k, l]^S 

saaaenhänoenden Suboranhan ß vnn ß^ 



j sowie alle Eingangspfeile dieser Knoten, so erhält man einen zu- 

IH'i'f Hon Aof ann<»lrnn+-on « 
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Es sti r($j) dis Stufe von S^ (bzw, j) und F(S^) die Menge der (unmittelbaren) Nachfolger von : 

r(Sj.O, r(S). ux r(k, 1) (j » 1); F(S ) . {[k,l] : [k,l]«H, [k,l]4$,* TI(k,l)C$} 

* 1 [MltSj J J i j . 

Die Gesamtheit der Mengen S (und damit die Menge Xj kann für aufeinanderfolgende Stufen r ■ 1, 2, 

j 

l(a, e) nach folgendes Verfahren bestimmt werden, wobei durch eint Markierung von Teilvorgängen (Teilvorgänge 
der Liste MA) gewährleistet ist, daß jede Menge S^ nur einsal erzeugt wird. 

1« Setze ks- 0, b :• 0, ]:■ 0, c ;» 0; S^ :* 0, A :» 0, MA :■ 0; r(S^) :■ 0, 

2. Setze k > k ♦ 1. 

3. Bestieae ÜF(S fc ) F(S fe )\F(S b )nMA. Falls UF(S b ) - 0, gehe nach 4. Bilde alle UjCDF^}, 

(i * 1, m M n(b) ), »it U^CÜ^, wenn s <t. Setze für i ■ 1, ..., n(b) S^ :* S^vU^, 

r(S^) :• k, A AVU^ Setze j:- j ♦ n(b). 

4. Falls b< c - 1, setze b :• b ♦ 1 und gehe 3. Falls b < j, setze b:» c, c :* j ♦ 1, NA A 

und gehe nach 2. ENDE. 

Es bezeichne 

N(S ) . (N 1 (S ), N 2 (S ) N q (S )) ; N^S ) - T~~ a.(k, 1) 

1 1 J 1 J [MESj 

t|(k v 1) : Bedarf des Teilvorgangs [k, l] an Einheiten der Kapazitätsart i (i * 1, q). 

Die Pfeileenoe K von G<, ist wie folgt definiert: (h, j)€ P^, h,j«eXg, falls 

•1) S h C Sj «2) [k, fleSj, [k' f 1*3 -e TJ(k, 1) =* [k' f l']<S h 

b) [k, l]tS h , 1 < D(k) =* [k, Ul] c-Sj 

e) N(Sj) - N(S h ) < b . (b., b q ) . 

Pfeilbewertuno; c (p ) - 1 für alle p £ P c , 

P # * 8 o 

Ein Pfeil (h, j)£ P^ bedeutet, daß nach Abschluß aller Teilvorginge aus S^ bis zur Zeiteinheit t die 
Teilvorginge der Menge S^\ S^ in der Zeiteinheit t ♦ 1 durchgeföhrt werden können, 

För Gg lassen sich folgende Eigenschaften ableiten: 

1. Gg besitzt genau einen Endknoten z «it S^ - M und rfS^) - l(a, e) in g\ 

2. Sei für btX^ r($ b ) - k und 1 der erste von b erzeugte Knoten «it S^ - S^i^U^ und r(S^) • k ♦ 1, 

Dann folgt aus (b, j)£P<* entweder r(S^) . k, j > b, oder r(S^) - k ♦ 1, j a l>b. 

3. Sei DZ(Sj) die Durchföhrungszeit der Teilvorgänge aus S^ und (0, j^, j^ ^ j^ - z) ein 

vollständiger Neg in G. von 0 nach z. Dann erhält «an «it DZ(S ) - 1, DZ(S \$. ) * 2, 

3 1 J 2 J 1 

DZ(S \S ) • t • 1, DZ(S \S ) - t einen zulässigen Ablaufplan «it der Projektdauer t*. 

3 t-1 J t-2 2 J t-1 
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4 * Die Mang« vollständiger Wege in 65 von 0 nach z repräsentiert die Menge aller zulässigen Ablauf- 
pläne ohne Projektleerzeiten. 

Nach 3 . und 4 . ist das Problem der Miniaierung der Projektdauer zuruckgefuhrt auf das Probien, in Stufen-Netz 
Gg einen Weg von 0 nach z sit sinisaler Lange (aininaler Anzahl von Pfeilen) zu finden. 

6g kann in das Stufen-Netz Gg t - (Xg,, Pg f> p g| ) transforaiert werden: 

Xg, .-{k(i, j) : (i, j)-e Pg U { (0, o), (z, z)} ; k(i, j) - 0, 1, k(o, 0) - 0, k(z, z) - z’, 

k(i, j) < k(i, j), falls j< j oder falls für j-J i< i; i, j,T,T^Xg } 

P s , .-(Wi, i), k(J, D): k(i, i), k(j, 1) ■£ X s ,} 

( 0 für P s , - (k(i, z), k(z, z)) 

e p t , (p .' ) ■ 1 1 sonst P s'< P S' 

r(k(i, j)) - r(S^). 

Ein Heg minimaler Länge in Gg f von 0 nach z’ liefert ebenfalls einen Ablaufplan des Projektes A mit mini- 
maler Projektdauer. 



5 . Verfahren von Davis/Heidorn 

In dem Verfahren werden unter Benutzung der Eigenschaft 2 . von Gg unmittelbar nach Erzeugung der Mengen 
$j • S^uU^ ^ 8r Stufe k die kürzesten Hege von 0 nach j«Xg bestimmt. Bei gegebener Schranke T 1 für 
die Projektdauer kann hierbei S^ von vornherein eliminiert werden, wenn weder j selbst , noch von j er- 
zeugte Knoten der Stufe k ♦ 1 auf eine® vollständigen Heg der Länge £T' in 6g erscheinen können. 

Es bezeichne: 

L^ : Menge von Knoten der Stufe k, die auf einem Heg von 0 nach z in Gg mit der Länge T» liegen können; 

M^(T* ) - {[k, l]-CM : SDZ(k, 1 ) < t bei T « T'} ; M^(T’) ■ M für t « m ; 

Y T ’>- (aJ(T') *J(T')) .it ä}(T«) - .ix { 9 , »j . (T'.tJbj) : 

A*(T') - a. für t - oo; a. - ) a,(k,l) (i - 1 q); 

[Upf 1 

v(i) : die Länge eines kürzesten Heges von o nach z in Ggj 

J-j(k): der erste Knoten der Stufe k in 6 $ ; b(j) : Knoten der Stufe k - 1, durch den der Knoten j in Stufe k 

erzeugt wird. 

Dann gilt: 

Ein Knoten j der Stufe k kann eliminiert werden, wenn mindestens eine der beiden folgenden Bedingungen 
erfüllt wird: 

t. MT») CS 

J mit t ■ min (v(i) ♦ 1) 

b. A (T») * N($ ) jJk-D^bCj) 

} i-cL 
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^ : Menge aller Knoten i der Stufe k - 1, die die Bedingungen a. und b. mit t « v(i) erfüllen. 

Die Werte v(j) für nicht eliminierte Knoten j der Stufe k erhält man wie folgt: 

v(j) - v(T t j) - min v(i^ j) - min-T min [£ ♦ v(i)l / sin [ S * v(i)j } 
i Ük-1)*i*b(j) ]Jk)*i<J 

itL k.1 UL k 

/ 1 falls (i, j)€P $ 
mit 0 • f © sonst 

Für Knoten j€L^ wird T in eine Vorgingerliste (F(j) » T ) auf genommen, mit deren Hilfe man nach Erreichen 
des Endknotens z (S^ * M) einen kürzesten Weg von o nach z und damit einen zulässigen Ablaufplan mit der 
minimalen Projektdauer v(z) bestimmt. 



II. Bestimmung kostenminimaler Ablaufpläne eines Projektes mit Hilfe von Stufen-Netzen 



Es bezeichne: 

f,(t) : Anzahl der in der Zeiteinheit t durch das Projekt A beanspruchtenEinheiten der Kapazitätsart i 
(t - 1 T; i- 1, ..., q); 

c*(fj(t)) : von der Höhe der Beschäftigung abhängige Kosten der Kapazitätsart i (i-1,...,q) ( Belastunqskosten ) 

c 2^i^ " : von der Größe der Beschäftigungsänderung abhängige Kosten der Kapazitätsart i 

(i * 1, ..., q) ( Anpassunqskostenh 

c^(T) : von der Projektdauer T abhängige Kosten ( Ausfallkosten ). 

Die gesamten (ablauf abhängigen) Proiektkosten betragen dann: 

c(T) " HZ IlI {4(fi(t)) ♦ c|(f .(t) - f.(t-l))} ♦ c,(T) 
t-1 i-1 1 L 1 1 * 



Belastungskosten lassen sich durch eine Pfeilbewertung in G^ oder in G^, berücksichtigen; dagegen können An- 
passungskosten nur in G^, erfaßt werden. 



Sei für p g - (h, j)€P $ 



c p (p g ) - c^(N i (S^) - N i (S h )) und für p $f - (k(h, j), k(j, l))-eP s , 

C P S , (P S ,) ' jfl {^(N^) . N i (S j )) ♦ c^(N i (S 1 ) ♦ N i (S h ) . 2N i {S j ))> . 



Dann gibt die "Kostenlänge" l(z) eines Weges von o nach z in die Belastungskosten und die Kostenlänge l(z’) 
eines Weges von o nach z 1 in G<,, die Belastungs- und Anpassungskosten des zugehörigen Ablaufplans wieder. 

Die folgenden Ausführungen beziehen sich auf das Stufen-Netz G<», Sind Anpassungskosten zu berücksichtigen 

(c* / 0 für ein i«{1, q]r ), so ist anstelle von G^ in entsprechender Weise das Stufen-Netz G^, zu benutzen. 

Sei l t (j) die Kostenlänge eines Weges von o nach j in G^ mit r Pfeilen, Ein Weg von o nach j heißt 
r- effizient, wenn kein Weg von o nach j mit t Pfeilen existiert, so dal r * Tr und l^(j) <■ l^(j). 
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Sei v^tj) die Kostenlänge eines “T- effizienten Weges von o nach j in 65 und l^(j) dar Vorgänger 

von j auf einem solchen Weg. Dann erhält »an einen Ablaufplan eit minimalen Projektkosten in folgenden Schrit- 

ten: 

1. Ermittle alle TT- effizienten Wege von 0 nach z in 6 C mit den Kostenlängen v (z) (i ■ 1, ...,n), 

S r i 

2. Für T*« {fj, ..., r } sei C^fz) - sin C (z) mit (z) - v ( 2 ) ♦ c Jt^). 

^ ^ i- 1 ,...,n j. r i ^Ji * 

Dann liefert ^L(z) • ■ h -j) * ij» » Tij(j^*) * 0 einen kosteminiaalen 

Ablaufplan mit der Projektdauer T » t* und den Projektkosten c(T) ■ C^ # (z). 

Spezialfälle: 

a. lineare Ausfallkosten 

Sei cJT) - g.(T - gj (T * gj; g g n : Konstante; und c (p ) - c (p ) ♦ g„ die Pfeilbevertung 
) I L L I L ps psl 

s s 

in G^, Dann liefert ein von 0 nach z führender Weg in G<, mit minimaler Kostenlänge v(z) bei einer 
Pfeilanzahl C* einen kostenminimalen Ablaufplan mit c(T) - v(z) - g^, falls t 1 ä g^ # 

b. vorgegebene Obergrenze für die Projektdauer, keine Ausfallkosten 

Ist c^(T) SO und eine Obergrenze T* für die Projektdauer vorgegeben, so liefert ein tr- effizienter Weg 
in mit maximalem C* T 1 einen kostenminimalen Ablaufplan. 

c. keine Kapazitätsgrenzen - Beschäftigungsglättung 

Bestehen im Fall b. keine Kapazitätsgrenzen und wird T 1 » T . ■ l(a, e) gesetzt, so können in (L alle 

min 5 

Pfeile zwischen Knoten derselben Stufe eliminiert werden. Der zu einem Weg mit minimaler Kostenlänge im 
reduzierten Stufen-Netz gehörende Ablaufplan ist kostenminimal. 

Meist berücksichtigt man im vorliegenden Fall nur einen einzigen Engpaßfaktor (überwiegend Arbeitskräfte), 
für den eine möglichst gleichmäßige Beschäftigung angestrebt wird. Man spricht deshalb auch von Beschäftigungs- 
glättung (Manpower Smoothing), Burgess/Killebrew haben hierfür ein heuristisches Näherungsverfahren ent- 
wickelt, wobei anstelle beschäftigungsabhängiger Kosten als Hilfskriterium zur Messung des Nivellierungsgrades 

3 ) 

die Summe der Beschäftigungsquadrate benutzt wird. 

Literatur: 

1) Balas, E., Project Scheduling with Resource Constraints, in: Beale, E.M.L. (Hrsg.), Applications of 

Mathematical Programming Techniques, London 1970, S. 187 - 200. 

2) Davis, E.W. /Heidorn, G.E., An Algorithm for Optimal Project Scheduling under Multiple Resource Constraints, 

in: Management Science, 17 (1971), S. B 803 - B 816. 

3) Burgess, A.R./Killebrew, J. 8 ., Variation in Activity Level on a Cyclical Arrow Vagram, in: The Journal 

of Industrial Engineering, 13(1962), S. 76 ff. 
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Ein Branch&Bound-Verfahren zur Losung 
symmetrischer Travelling-Salesman-Probleme 
G. Liesegang, Köln 



Abstrakt 

Es wurde über ein Branch&Bound-Verfahren speziell zur Lösung symme- 
trischer Iravellinger-Salesman-Probleme berichtet. Die Erfahrungen 
mit Zahlenbeispielen haben gezeigt* daß es sinnvoll ist* zwischen 
symmetrischen und unsymmetrischen (Entfernungsmatrix symmetrisch 
oder unsymmetrisch) Travelling-Salesman- Problemen zu unterscheiden, 
da symmetrische Probleme bei den bisherigen Rechenprogrammen im 
Durchschnitt wesentlich höhere Rechenzeiten aufweisen. 

Bei unsymmetrischen Travelling-Salesman- Problemen fcietet das Ver- 
fahren von Little, Murty, Sweeny und Caröl ein hinreichend gutes 
Lösungskonzept. So konnte z.B. der Verfasser hierfür ein Rechenpro- 
gramm aufstellen, welches noch bis zu 100 Orten optimale Lösungen 
in Zeiten bis zu 10 Min. lieferte (Siemens 4004/55)- Der Verfasser 
hat nun ein Verfahren entwickelt, welches wesentliche Elemente des 
Verfahrens von Little et al. übernimmt, jedoch die Zuordnung zwi- 
schen Orten (Ä Nachfolger von B) durch Bildung von ungeordneten 
Paaren (A verbunden mit B) ersetzt, welche bei symmetrischen Pro- 
blemen möglich ist. 

Zum Zwecke der Verzweigung diente beim Branch&Bound-Verfahren von 
Little et al. die Auswahl von günstigen Zuordnungen. Wird eine Zu- 
ordnung fixiert, so geht das- Rundreiseproblem mit n Orten in ein 
neues mit (n-1) Orten über. Wird jedoch ein Ortspaar fixiert, so 
wird die Struktur des einfachen Rundreiseproblems verlassen; es 
entsteht eine Problemstruktur, die der Verfasser Röhrenproblem 
nennen möchte. Dabei ist eine Röhre gekennzeichnet durch 2 wei Orte, 
die seine Öffnungen bilden^, und durch die Verbindung dieser beiden 
Orte. Das Röhrenproblem besteht nun darin, durch eine vorgegebene 
Menge von Röhren den minimalen Weg zu finden. Dabei können auch 
Röhren auftreten, deren beide Öffnungen durch denselben Ort reprä- 
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sentiert werden. 

Mit Hilfe dieser Interpretation des symmetrischen Hundreisepro- 
blems als Röhrenproblem gelingt es, einen Branch&Bound-Algorithmus 
zu formulieren, der das ursprüngliche Röhrenproblem in immer kleine- 
re ftöhrenpr ob lerne zerlegt. Ein Bestandteil dieses Algorithmus ist 
eine auf das Röhrenproblem zugeschnittene Reduktionsphase, die im 
Gegensatz zur Reduktion beim Zuordnungsproblem ständig die Symme- 
trie der Entfernungsmatrix beibehält . 

Die untere Schranke für das Gesamtproblem, welche sich bei diesem 
Algorithmus ergibt, war bei Testproblemen mit 20 Städten im Durch- 
schnitt um 10 % besser als die entsprechende Schranke, welche man 
durch Lösung des zugehörigen Zuordnungsproblems erhält. Der Algo- 
rithmus wurde an einem Beispiel vorgeführt . 

Die Rechenzeiten lagen bei euklidischen Problemen der Ebene für 
20 Städte bei 3 bis 30 sec. 
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Graphentheoretische Repräsentation endlicher 

Ordnungen 

R. Möhring, Aachen 



Partially ordered sets (with a real function) form a model for planning net- 
works, vtfiich is independent of the representation by directed graphs (edge mo- 
del or vertex model) . The edge model generally requires the introduction of 
dummies, which means an extension of the ordered set. Wte look for smallest ex- 
tensions under certain restrictions derived from the application of ordered 
sets as planning networks. 

The smallest extension under these restrictions need not be uniquely determined. 
A method of extension is developed, giving the smallest extension of certain 
ordered sets. 

Furthermore, several properties of ordered sets (autonomous sub-ordering, 
prime-ordering) are invariant aigainst replacing dunmies by real edges and 
vice versa. 



Bei der Darstellung endlicher Ordnungen (A,0) - A endliche Menge, Oc A*A , 0 
reflexiv, transitiv und identitiv - gehen wir von dem minimalen Erzeuger (mini- 
male Reihenfolgetabelle eines Netzplanes) 0 der Ordnung aus. Er läßt sich 
schreiben als 0 = { (x,y)£ 0; x£ V(y) } , wobei 

V (y) := { x£ A? (x,y)6 0 a *t[ \/ (x,z)6 0 a (z,y)6 O] } 
die Menge der unmittelbaren Vorgänger von y ist. 

Wir unterscheiden zwei Möglichkeiten ([ 4 ]) 1. Khotendarstellung (KnD) 

2. Kantendarstellung (KaD) 



adls 



Man faßt 0 als Eckenad j azenzrelation (EAR) eines durch seine EAR eindeutig 
festgelegten - also parallelenfreien - orientierten Graphen auf. 

Jede Ordnung besitzt eine Knotendarstellung. 

ad2: 



0 wird als Kantenad j azenzrelation (KAR) eines durch seine KAR eindeutig fest- 
gelegten orientierten Graphen interpretiert - also genau eine Quelle, genau 
eine Senke, keine isolierten Knoten. Es gibt nur zu (K) -Ordnungen - das sind 
Ordnungen, die die Bedingung 

(K) : /""X ( V(x) n V(y) += 0 => V(x) = V(y) 1 

K,^6A — _ 

erfüllen - eine KaD. Das liegt daran, daß schlingenfreie Graphen stets (K) er- 
füllen (vgl. [3], [4]) 

Beispiel 1 : 

A„= [1 ,6} 0< = {(1,3), (1,4), (1,5), (2, 6), (3, 6), (4,6)} 

A t = {1, ,4} 0j = {(1,3), (1,4), (2, 4)} 

( A 1 r0 1 ) besitzt keine KaD, da V(4) = |l,2j und V(3) = { 1 j (K) verletzen. 
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KaD von ( A,# ) KhD von ( ) 

Es stellt sich da h e r die Aufgabe, ggf. Ordnungen zu (K) -Ordnungen zu "vergrö- 
ßern” . Die KaD der "Vergrößerung" wollen wir dann als KaD der gegebenen Ord- 
nung ansehen. 

Definition 1 : 

Eine Ordnung (A*,0*) heißt Erweiterung einer Ordnung (A,Q) 

:<=> 0*erfüllt(KV A c A* und OcO* 

Die Elemente von 2L* := A*\ A heißen Scheinaktivitäten (SA) . 

(Bezeichnungen: V(x) bezgl. 0, V*(x) bezgl. 0*) . 

Es gibt zu jeder Ordnung eine triviale Erweiterung ohne Scheinvorgänge, da man 
jede Ordnung schwach hcmcmorph in eine lineare Ordnung abbilden kann, und jede 
lineare Ordnung (K) erfüllt (vgl.f 7l) . Dabei treten natürlich neue Abhängigkei- 
ten auf. 

Man fordert daher sinnvollerveise Zusatzbedingungen und sucht bezgl. dieser Be- 
dingungen minimale Erweiterungen (iriE) - d.h. Erweiterungen mit möglichst wenig 
SA. 

In der Netzplantechnik wird man fordern: 

(B^) : O = 0*n A * A 

d.h. es treten keine neuen Abhängigkeiten zwischen Vorgängen aus A auf. 
Eine Verschärfung von (B^) lautet 

(B * )! (b " )a s ^* (t) 

d.h. zusätzlich zu (B 4 ) dürfen in 0** SA nicht unmittelbar aufeinander- 
folgen. 

Ein Verfahren bzgl. (B 2 ) wurde 1969 von Bruns und Kaerkes angegeben ([l ]) . Es 
baut auf einer Arbeit von Klemm ([6]) auf. (B z ) hat den methodischen Vorteil, 
daß beim zeichnerischen Erstellen eines Netzplanes aus der Reihenfolgetabelle 
Fehler vermieden werden. Jedoch erweist sich die Einschränkung als zu scharf, 
um eine möglichst minimale Darstellung für die Netzplantechnik zu erhalten. 

Beispiel 2 : 

Eine Erweiterung bzgl. (B z ) braucht nicht minimal bzgl. (B d ) zu sein. 
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a- i 

Bzgl. (B^) sind (n - 1) + ^ k = ^ (n + 1) - 2 SA nötig, während man 

K« a n . 

bzgl. (B>,) nur n - 1 SA braucht, also ca. um den Faktor j weniger. 

(B>| ) scheint daher sinnvoller zu sein, genügt jedoch nicht den Anforderungen 
der Netzplantechnik: 

Definition 2: 

Eine Menge W(x„ ,x n ) = {x^ ,x x , ,x*} heißt Weg von x„ nach x n in 0: 

: <=£> x-6 V(xj +/| ) 

I s 4>...) hH 1 

Die Vorgängerbeziehung induziert dabei eindeutig die Reihenfolge der X| • 

Es gilt für jede Erweiterung bzgl. (B>,) : 

Für alle x6 V(y) gibt es einen Weg W*(x,y) in 0* mit W*(x,y)\Z*= { x,yl d.h. 
x£V^ (y) oder x wird durch SA mit y verbunden. Die Umkehrung gilt nicht: : 

Beispiel 3 : 




A= { 1 , . . . . ,5} 0 = {(1,3), (1 ,4) , (2,4) , (2,5) , (3,5)} 

z.B. 16 V(4) => 3 Weg { 1 ,x,4 } über SA x 

Aber 3Vfeg {l,x,y,5} und 1$V(5) 



iriE bzgl. (B^) 

Man braucht die llrikehrung in der Netzplantechnik bei der 

- Berechnung kürzester Wege (SA mit Null Bewertet) 

- Ermittlung maximaler Flüsse (Kapazität der SA ist unendlich) . 

So ist in Beispiel 3 der maximale Fluß von 1 nach 5 unendlich, unabhängig von 
der Kapazität der Kante 3. Dies zeigt, daß (Byj) unzureichend ist. 

Wir fordern daher die neue Bedingung 

(V) : xev(y) <=> \/ W*(x,y)\Z* = 1 x,y} 

W*(x,3) 

Satz 1 : 

|aus (V) folgt (B n ) . Die Umkehrung gilt nicht. 

Beweis : 

(i) (x,y)6 0*n AxA *> 3 W*(x,y) 

Sei W*(x,y) n A = {x^,....,x n } x„ = x, x n = y 

tv> 

(i : = 1 # • • • • #n""1 ) — > (x/y) 6 0 

(ii) (x,y) 6 0 ■£> 3W(x,y) « { m A9 . . . . ,x J 

=> für alle i = 1,...,n-1 ist x;6 V(x r+i ) 

=> f ^, alle 1 = 9^>t es W* (x Jf x M ) in 0* 

=> W*(xj ,x I+ < ) ist ein Weg von x nach y in 0* 

=> (x,y) S 0*n A x a 

(üi) Die Umkehrung gilt nach Beispiel 3 nicht. I 

Da (V) schärfer ist als (B A ) , braucht man in einer mE bzgl. (V) i.a. mehr 
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Scheinvorgänge (Beispiel 4) . 
Beispiel 4 : 




ntE bzgl. (V) (KaD) 



( A/0) wie in Beispiel 3 

Man braucht eine SA mehr als in der mE 
bzgl. ( B a ). 



Wir geben eine Erweiterung bzgl. (V) an: 



Konstruktion 1 
1. (A/0) sei gegeben 



Durch x~y : <=> V(x) = V(y) wird 
eine Äquivalenz relation auf A defi- 
niert. £x 3 sei die Aquivalenzklasse 
von x G A 

Sei Q := { [x] ? x 6 A j 
V := { V(x) ; xeA) 

2. N sei die kleinste durchschnitts- 
stabile ( n -stabil) Cbermenge von 
V. 

Dann ist N 0 := V u { Ajn-stabil 

Für BGNq sei 

X (B) := B\ ^ J C 

C€N©> C 

cf (B) :={xeA; V(x) = ß} 

rfxJeQ, falls V(x) = B£V 

=S>(f(B) J 

1 0 falls B$V 

d.h. <f ; V-»-Q ist bijektiv 

3. Durch (B f C) 6 0 Z :<=>BCC wird 
eine Ordnung 0 Z auf N o \{0, a} de- 
finiert. 

£ sei der minimale Erzeuger 
dieser Ordnung. 

4. Wir definieren einen Graphen 
G = (E,K,f,s) mit 



Beispiel : 
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der Eckenmenge E := N q 
der Kantenmenge K := Aul 



dem Anfangsknoten 



*00 := 



f P r /i (k) 



B 



und dem Endknoten 

' pr z (k) 



<3 (k) := 



B 



, k e E 

, k 6 «f(B) 

, k 6 E 

, ke \(B) 



einer Kante ke K. 



G ist ein Graph, da ( <5* (B)) ße N 
und ( \ (B) ) _ _ , T Zerlegungen von A 

DC Np 

öind. 



{6r7} 

Hl 



{4} 

{1} 




Bezeichnung 



<f(B) | 

,Ll1 



X(B)' 



Satz 2 s 

|g ist KaD einer Erweiterung von (A,0) bzgl. (V) . Z ist dabei die Menge der SA. 
Beweis; 

1. G ist durch seine KAR eindeutig bestimmt, 0 ist die einzige Quelle# A die 
einzige Senke von G, G ist frei von isolierten Knoten. 

2. xGV(y) <==> 3W(x,y) in der KAR von G und W(x,y)\ ZI = {x,y} d.h. 0 und 
die KAR erfüllen (V) s 

Sei x£V(y) . Sei Y := { B6 N 0 ; BcV(y)Ax£B} 

(i) Y = 0 => x S X (V (y) ) c S" 1 (V(y) ) 

Da y e (V (y) ) , folgt W(x,y) = {x,y} . 

(ii) Y =(= 0 

Sei B 0 minimal in E n YxY 

=> 3 Wag (B 0 ,B 1 ,...,bJ von B 0 nach B a = V(y) in Z und 
x 6 X (B 0 ) C 6-Hb 0 ) 

Da wieder y 6 cf (BJ C if’lBn) , folgt, daß 
W = | x, (B 0 ,B/| ) , (B^ ,B X ) , ■ ■ • , (B ,B*) ,y | ein W(x,y) ist mit 
W(x,y)\ Z = {x,y } . 

Die Umkehrung folgt entsprechend. 

3. G ist zyklenfrei, d.h. die KAR ist Erzeuger (und damit bereits minimaler) 
einer Ordnung. 

(i) G ist schlingenfrei, da für s6 E pr^(s) 4= pr 2 (s) gilt, und für 




148 



x £ A aus f (x) = G (x) x£ V(x) folgt. 

(ii)G enthält keim roehrelementigen Zyk el : 

0 und die KAR erfüllen (V) => KAR n A x A ist identitiv 
(KAR = transitive Hülle der KAR) 

Daher kann auf dem Zykel höchstens ein x€ A liegen. 

ot) x£ A liege auf dem Zykel 

Sei die erste SA hinter x und (B n ^ f B n ) die letzte SA vor x 

auf dem Zykel => x£ X(B A ) a x£^(B n ) => x6B 4 a V(x) = B n 

=> x£ B a C ... C B n = V(x) => Widerspruch, 
p) Falls nur SA auf dem Zykel liegen, verfährt man analog. 

Wir stellen nun Minlmalitätsuntersuchungen an. Dazu sei G* = (E*,K*, 
die Kantendarstellung einer m.E. bzgl. (V) , wobei o.B.d.A. A eine Teilmenge 
der Kantenmenge K* ist. Kioten, die mit mindestens einem Vorgang aus A inzi- 
dieren nennen wir A -rKnoten; Knoten, die nur mit SA insdidieren, heißen X -Kno- 
ten. 

Man überlegt sich leicht, daß alle m.E. bzgl. (V) einer festen Ordnung (A,0) 
dieselbe Anzahl A -Knoten in der zugehörigen KaD haben. Wir müssen also eine 
minimale Zerlegung Y von A finden, so daß jedem B£ Y genau ein Knoten e in G 
entspricht mit B c G*“^) . 

Satz 3 ; 

I X(N 0 )\ {0} aus Konstruktion 1 ist eine derartige Zerlegung. 

Beweis : 

X (N ) \ { 0 } ist eine Zerlegung nach Konstruktion 1 . 

Falls sie nicht minimal ist, so gibt es x,y£A und \(B) , , 

X (C) £ X (N ) \ «[ 0 ] mit X (B) f X(C) , x£ X(B) , y£ X(C) , und man kann x und 
y in einer Klasse zusartmenfassen. Dann gilt (da -stäbil) x£B\Cvy£C\B 
Falls etwa x£ B^c und B= B^ n . . . n B^ B? £ V 

C = C 4 n ... n CjBV 

so werden x und y mit S (B< ) , . . . , $ (B fe ) , <5* (C-, ),..., 6 (C/) über SA verbunden, 
woraus x£C>, n ... a C* = C folgt, d.h. x$B\C => Widerspruch.l 

Zu jedem B£ N 0 mit X(B) f 0 gibt es also einen A -Knoten e in G mit 
©* ~*(e) n A = X(B). 

Außerdem braucht man wegen ( V(x) = V(y) in 0<=> f* (x) = <p*(y) in G*) zu je- 
der Äquivalenzklasse fx] genau einen Knoten, also für jedes B£ V (da<f:V-s*Q 
bijektiv ist) einen Knoten e mit <p*( <S (B) ) = { e}. 

G aus Konstruktion 1 führt für B£ V mit X (B) #0 nur einen A -Knoten ein, d.h. 
if (<f(B)) = G ( X (B) ) in G. 

Dann dürfen in G * (wegen der Minimalität) nicht mehr A-Knoten auf treten. Da- 
raus folgt: 

Satz 4 : 

Zu jeder m.E. (A*,0*) bzgl. (V) von (A,0) gibt es eine Kantendarstellung G 
mit den A -Knoten 

= 1 B£ No ? X (B) * 0 v <f (B) * 0 } 

K* = A* 

S^(B)nA =X(B) f*^(B) n A = <5 (B) für alle B£E* 

Man weiß also: 

1 . Die Anzahl der A -Knoten und ihre Inzidenz mit den Kanten x£ A liegt ein- 
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deutig fest. 

2. Für zwei Kanten x,y 6 A ist bekannt, ob sie durch SA. verbunden werden. 

Nicht eindeutig ist lediglich die Struktur der SA zwischen den A -Knoten, sowie 
die Lage und Anzahl der evtl, hinzukcnmenden £ -Knoten: 

Beispiel 5 ; 

A = { 1 ,. . . ,8} 0= 1(1, 5), (2,6), (1,7), (2,7), (3,7), (1,8), (2,8), (4,8)} 

V = {0 ,{1} ,t 2 }, {1 ,2,3},{1 ,2,4} } N = Vc{{1,2}} 

Kantendarstellung A (Kdnstr.1) Kantendarstellung B 





In beiden Darstellungen sind vier SA nötig. Darstellung A hat { 1 ,2] als 
21 - Knoten. 

Es gibt also im allgemeinen keine eindeutige m.E. bzgl. (V) . 



Beispiel 6 : 




A = { a< ,a z , ... ,an,b„ , • • • ,bn] 

0 = | (aj,bpe AxA? i * j } 

=> N = ^p{a^,...,a^} 

Damit ist G aus Konstruktion 1 dem Potenz- 
mengenverband einer n-elementigen Menge iso- 
morph. Es liegen daher 2n(2 n -1) SA in G, 
während man höchstens n(n-1) braucht (n=5 => 
70 bzw. 20) . Für n = 5 kann man zwei £. -Knoten 
einführen und braucht so nur 18 SA. Die Lage 
dieser £ -Knoten ist nicht eindeutig. 

(siehe Zeichnung) 



£ -Knoten sind zur Minimalität notwendig, bewirken aber, daß die m.E. nicht 
eindeutig bestimmt ist. Wfegen der Folgerungen aus Satz 4 ist es sinnvoll, auf 
£ -Knoten zu verzichten. Das erreichen wir durch eine leichte Variation von 
Konstruktion 1. 



Konstruktion 2 : 

Sei M:= N\ { B£N 0 ; \ (B) = <f(B) = 0 } 

[ \ (B) = € (B) = 0 <=> B ist 51 -Knoten in G aus Konstruktion 1 ] 

Sei £°der minimale Erzeuger von O^r* MxM. Der Graph G° wird wie G definiert: 
E°: = M als Eckenmenge 

K°: = A u E ° als Kantenmenge 
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f° (k) := { P r < lk) £| J ( ° B) als Anfangsknoten 

6 ° (k) := ( | r - (k) k e hi) -iBaaknoten 

G°ist ein Graph, da die Wegnahme der H -Knoten nichts an den Zerlegungen ( X (B) ) 
bzw. ( cf (B) ) ändert. Man zeigt analog zu Satz 2, daß G° Kantendarstellung einer 
Erweiterung bzgl. (V) ist. Falls M = N ist, stiranen G und G° überein. 

Satz 5 : * 

jSei B ein A -Knoten von G; CG V und Bcc . Dann werden B und C durch SA in G 
[verbunden. * 

Beweis : (V) 

X (B) * 0 , etwa x6X(B) , C = V(y) => xGV(y) => x wird mit y durch SA 
verbunden. 

X (B) = 0 => ( A -Knoten) <T(B) * 0 => BGV, etwa B = V(x) => f*(x) = B 

X (B) =0 => k ss 2 SA münden in B und verbinden V(x) mit x. 

Außerdem muß V(x) mit y verbunden werden (da Bc CaC = V(y) ) . Damit dies auf 
minimale Weise möglich ist, müssen B und C durch SA verbunden werden. 

Daraus folgt, daß beide Verfahren (Konstruktion 1 und 2) minimal sind für Ord- 
nungen mit n -stabiler Menge V = j V(x) ? xG A J , da dann nämlich N 0 = V = M 
gilt. Für solche Ordnungen ist die m.E. eindeutig bestiirmt . Für andere Ordnun- 
gen braucht dies (auch für N 0 = M) nicht der Fall zu sein. 



Beispiel 7 : 




A = {1,...,7} 

0 = { (1 ,5) , (2,5) , (3,5) , (1 ,6) , (2,6) , (4,6) , (1 ,7) > 
(3,7), (4,7) } 

Einer der von 6°(1) ausgehenden Scheinvorgänge 
ist überflüssig. 



Eine genauere Untersuchung dieses Falles ergibt 
Satz 6 ; 

Falls sich in einer Ordnung mit N 0 = M jedes B6 M,das darstellbar ist als 
Schnitt mehrerer verschiedener Vorgängermengen, bereits als Schnitt zweier ver- 
schiedener Vorgängermengen darstellen läßt, so sind die Konstruktionen bzgl. 

(V) minimal. Die Menge dieser Ordnungen enthält die n -stabilen Ordnungen. 

(ohne Beweis) 

Zum Abschluß einige Anwendungen, auf deren Beweis hier aus Platzgründen ver- 
zichtet werden muß. 

Wir verwenden eine (feste) Kantendarstellung G, die die Aussagen von Satz 4 er- 
füllt und keine trivialen überflüssigen SA enthält, in dem Sinn, daß SA parallel 
sind oder zwei aufeinanderfolgende durch eine ersetzt werden können (also z.B. 
G° aus Konstruktion 2) . 

Wir zeigern die Invarianz zweier ordnungstheoretischer Eigenschaften (autonome 
Subordnung, Primordnung, vgl. [5]) gegen die Einführung „zulässiger” SA bzw. das 
Ersetzen von SA durch echte Aktivitäten. 

Definition 3 : 

r üine Menge Z c A heißt dabei zulässig bzgl. einer Ordnung (A,0) , wenn 
(A\ Z, On(A\ Z) x ( A\Z) ) und (A,0) dieselbe Kantendarstellung haben. 

Einelementige zulässige Mengen werden charakterisiert durch 
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Satz 7 ; 

Sei (ArO) eine Ordnung und G die Kantendarstellung. Dann gilt für alle x 6 A 
(xl ist zulässig bzgl. (A*0) :<=5> 

1. / /\ / \ I \y => xew (y,z) 

yeV(x) zßN(x) 1 W (y,z) in G 

2. card f A (ip(x)) a 2 a card s"(s(x)) s 2 



Beispiel 7 s 




x nicht zulässig x nicht zulässig x ist zulässig 

wegen 1 . wegen b (x ist als 

(Bed. (V) verletzt) SA überflüssig) 

Wir benötigen noch den Begriff der von einer Subordnung (vglj 51) [ A'l indu- 
zierten Teilgraphen der Kantendarstellung G(A') 

Er umfaßt - die Kanten x£A' 

- alle SA, die Kanten aus A' verbinden 

- die zugehörigen Knoten . 



Beispiel 8 ; 




Kantendarstellung G einer 
Ordnung. 



A= {l,...,12} 



G (A,) 

* *, = {4,9} 




G (AJ 

{1,3,6} 




Definition 4 : 

Es sei G'= (E',K', <f ', 6') ein Teilgraph von G = (E,K,f ,6) . Gibt es dann 
a,b£ E' , so daß 

1. a E\E' und E'\ J a,b|, bzw. 

b E'x { a,b} und E\E' in G trennt . 

2. a minimal, b maximal in der EAR o Ex E und (a,b) 6 EAR gilt, 
so heißt a Eingang und b Ausgang von G. 

In Beispiel 8 sind a und b Eingang bzw. Ausgang von G ( A a ) und G ( A 3 ) . 
Dann gilt: 
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Satz 8 : 

Eine Subordnung [Al von (A,0) ist genau dann eine autonome Subordnung, wenn der 
induzierte Teilgrapn G( A') der Kantendarstellung genau einen Eingang a und ge- 
nau einen Ausgang b hat und ein Relativgraph der Kantendarstellung von (A#0) 
ist bis auf Konten von a nach b (d.h. alle Kanten k von G mit Anfangs- und End- 
knoten in E' gehören zu G(A') bis auf evtl. Kanten von a nach b) . 

In Beispiel 8 sind demnach [ AJ,[ Aj keine autonome Subordnungen. G(AJ hat a 
als Eingang, b als Ausgang und ist ein Belativgraph bis auf Kante 10 von a nach 
b f Daher ist [A 3 ] eine autonome Subordnung. Natürlich ist [A 3 y {io}] ebenfalls eine 
autonome Subordnung. 

Aus diesem Satz folgt sofort die Invarianzeigenschaft . Weiterhin ergibt sich, 
daß in dem von einer autonomen Subordnung induzierten Teilgraphen keine SA mit 
<jem Eingang bzw. dem Ausgang inzidieren. Daraus folgt, daß Scheinvorgänge nur 
über Primordnungen beim Prinkettenaufbau der Ordnung (vgl.[5]) in eine Ordnung 
gelangen können. 

In Beispiel 8 ist [ As] autonome Subondnung mit Eingang a und Ausgang b. In G(As) 
inzidieren keine Scheinvorgänge mit a und b, wohl aber - und dann natürlich nur 
außerhalb von G(A*) - in G. 

Auch für Primordnungen (das sind Ordnungen, die nur triviale autonome Subordnun- 
gen haben, vgl. [ 5 J) läßt sich eine gr aphentbeoret i sehe Charakterisierung über 
die Kantendarstellung geben. 

Satz 9 : 

Eine parallelenfreie Ordnung ohne zugleich minimale und maximale Elemente ist 
genau dann Primordnung, wenn es in der Kantendarstellung keine echten Relativ 
graphen mit mehr als zvei Knoten, genau einem Eingang und genau einem Ausgang 
gibt. 

(Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 8 .) 

Daraus folgt wieder die Invarianzeigenschafts 

Ist (A,0) eine Primordnung, so sind auch alle Ordnungen mit derselben Kanten- 
darstellung wie (A,0) Primordnungen, d.h. die zulässige Einführung von Schein- 
Vbrgängen in (A,0) bzw. die Ersetzung von SA der Kantendarstellung durch echte 
Aktivitäten in einer Primordnung ergibt stets wieder eine Primordnung. 
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Ein neues Verfahren zur Auswertung von 

Entscheidungsnetzplänen 

K. Neumann, Karlsruhe 



Zusammenfassung: Es werden Entschei dungsnetzpl Hne betrachtet, die sechs 
verschiedene Knotentypen (Eingangsseite: und, exclusives oder, inclusives 
oder; Äusgangsseite: deterministisch, stochastisch) enthalten. Jedem 
Pfeil sind die Wahrscheinlichkeit, daß der zugehörige Vorgang des Pro- 
jektes ausgeführt wird, und die Dauer des entsprechenden Vorganges in 
Form einer Zufallsgröße mit vorgegebener Verteilung zugeordnet. Für 
Entsähei dungsnetzpl äne, deren mögliche Knoten-Pfeil -Anordnungen gewissen 
Einschränkungen unterliegen, wird ein rechentechnisch sehr günstiges Ver- 
fahren angegeben, das folgende Aufgaben löst: 

1. Bestimmung der Wahrscheinlichkeit für das Eintreten der verschiedenen 
Zielereignisse des Projektes 

2. Ermittlung der Verteilung der Projektdauer unter der Bedingung, daß 
ein gewisses Zielereignis eintritt 

3. Bestimmung der Verteilung der Projektdauer schlechthin. 



Summa ry: Decision networks, containing six different node types 

(input: and, exclusive or, inclusive or; output: deterministic, stochastic), 
are described. The probability that an activity of the project will 
be executed, and the duration of the activity (a random variable with 
given distribution) are assigned to the arc representing the activity. 

For decision networks, whose possible node-arc-combinations are restricted, 
a very efficient method is discussed solving the following problems: 

1. Determination of the probability that the different end events 
of the project take place 

2. Calculation of the distribution of the project duration with the 
condition that a special end event will occur 

3. Determination of the distribution of the project duration. 
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1. Aufbau von Entscheidungsnetzplänen 

Bekanntlich ermöglichen die konventionellen Netzplantechnik-Methoden CPM, PERT, 
MPM u.a. keine adäquate Beschreibung eines Projektablaufes, wenn wie etwa bei 
Forschungs- und Entwicklungsaufgaben der Projektablauf von vornherein nicht 
eindeutig festgelegt ist und bei der Realisierung des Projektes evtl. Rück- 
sprünge zu bereits einmal eingetretenen Ereignissen Vorkommen können. Legen 
wir die bei den Netzplantechnik-Verfahren CPM und PERT übliche Pfeil darstellung 
zugrunde, d.h. den Vorgängen des Projektes sollen die Pfeile und den Ereig- 
nissen die Knoten eines gerichteten Graphen entsprechen (die Begriffe Pfeil 
und Vorgang einerseits sowie Knoten und Ereignis andererseits wollen wir 
dann im folgenden synonym verwenden), so lassen sich die erwähnten Schwie- 
rigkeiten durch Einführung verschiedener Knotentypen sowie durch Änderung 
der Bewertung der Pfeile beheben. Die sich damit ergebenden allgemeineren 
Netzpläne werden auch Entscheidungsnetzpl äne genannt. 

Zuerst betrachten wir die Bewertung der Pfeile von Entscheidungsnetzplänen. 
Jedem Pfeil e^ werde jetzt ein Bewertungsvektor mit mindestens zwei Kompo- 
nenten zugeordnet. Die erste Komponente stellt die Wahrscheinlichkeit p^ 
dar, daß der zugehörige Vorgang ausgeführt wird unter der Bedingung, daß 
das Anfangsereignis dieses Vorganges eingetreten ist. Die zweite Komponente 
ist die Dauer D y des entsprechenden Vorgangs, die wie bei PERT eine Zu- 
fall sgröße sei. Weitere mögliche Komponenten sind Kosten, Einsatzmittel be- 
darf des Vorgangs u.a. 

Für die Festlegung verschiedener Knotentypen denken wir uns einen etwa 
mit Vj bezeichneten Knoten in Eingangs- und Ausgangsseite zerlegt und be- 
trachten zunächst die Eingangsseite. In den Knoten v. sollen s Pfeile e a mit 
den Anfangsknoten v,. (a=l(l)s) einmünden. p a sei die Wahrscheinlichkeit, 

daß der Vorgang e a ausgeführt wird unter der Bedingung, daß das Ereignis 
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v. eingetreten ist, und q, die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis v. 

•0 A A 

erreicht worden ist. Dann gilt 

P(Vorgang e ausgeführt) = p q. (cr=l ( 1 ) s ) ^ . 

0 o 

Wir führen nun drei Möglichkeiten für die Eingangsseite eines Knotens an: 

a) Und (vgl. Äbb. 2): Das dem Knoten Vj entsprechende Ereignis des Projektes 

tritt genau dann ein, wenn alle 
Vorgänge, die den in einmünden- 
den Pfeilen e^,...,e zugeordnet, 
sind. Durch die Struktur des 
Netzplans soll sichergestellt 
sein, daß (bei geeigneter Wahl 
der Vorgangsdauern) alle in Vj 
einmündenden Vorgänge zu einem 
Zeitpunkt abgeschlossen sein 
können . 

Mit den obigen Bezeichnungen gilt dann für die Wahrscheinlichkeit q j , daß 
das Ereignis Vj eintritt. 




q . - n 



P° q i • 

a= 1 a 



b) Exclusives Oder (s. Abb. 3): Das dem Knoten v- entsprechende Ereig 
his tritt genau dann ein, wenn genau einer der Vorgänge, die den 



beendet 



1) P(A) bedeutet die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses A. 
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kann. 

Wir erhalten in diesem Fall 

s 



in Vj einmündenden Pfeilen 
e^,...,e s zugeordnet sind» 
abgeschlossen ist. Durch die 
Struktur des Netzplans soll 
gewährleistet sein, daß (un- 
abhängig von der Wahl der 
Vorgangsdauern) zu einem Zeit- 
punkt höchstens ein in Vj einmün- 
dender Vorgang beendet sein 



c) Inclusives Oder (vgl. Abb. 4): Das 




dem Knoten v. entsprechende Ereig- 

J 

nis tritt genau dann ein, so- 
bald (mindestens) einer der 
Vorgänge, die den in Vj ein- 
mündenden Pfeilen e^,...,e zu- 
geordnet sind, beendet ist. Durch 
die Struktur des Netzplanes soll 
sichergestell t sein, daß (bei ge- 
eigneter Wahl der Vorgangsdauem) 
alle in v. einmündenden Vorgänge 

J 

zu einem Zeitpunkt abgeschlossen 



sein können. Es gilt jetzt 



q j = ' l -/'iV 1 « + ' 

J 0=1 o ° i * a 2 1 1 2 °1 2 



-l) s+1 m, . 

0=1 0 



0-i<0 



r°2 



Für die Ausgangsseite eines Knotens Vj betrachten wir zwei Möglichkeiten: 
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Nach Eintritt des dem Knoten entspre- 
chenden Ereignisses werden alle 
Vorgänge, die den von Vj ausge- 
henden Pfeilen ej,...,e s zuge- 
ordnet sind, ausgefUhrt. 



Eintritt des dem Knoten Vj entsprechenden 
Ereignisses wird genau einer 
der Vorgänge, die den von v. 

J 

ausgehenden Pf ei len ep . . . ,e $ 
zugeordnet sind, realisiert. 

Für die (bedingten) Ausführungs- 
wahrscheinlichkeiten Pp...,P s 
der Vorgänge ep...,e $ gilt da- 
bei 



Durch Kombination der drei angegebenen Eingangs- und der beiden Aus- 
gangsselten bekommen wir sechs mögliche Knotentypen. Von besonderer Be- 
deutung sind hiervon der stochastische Exclus ive-Oder- Knoten (vgl. Abb. 7) 
und der deterministische Und-Knoten (s. Abb. 8). Der letztere Knotentyp 

ist der einzige bei den Stan- 
dard-Netzpl antechni k-Methoden 
CPM und PERT auftretende Kno- 
Abb. 7 Abb. 8 tentyp. 

Da die von PRITSKER entwickelte Netzpl antechni k-Methode GERT (s. [Pritsker]) 
Entscheidungsnetzpläne zugrundelegt, welche gerade die sechs oben einge- 
führten Knotentypen enthalten und bei denen der Bewertungs vektor eines 
Pfeiles e^ genau die beiden Komponenten p^ und D y besitzt, wollen wir 
derartige Netzpläne GERT-Netzpläne nennen. Im folgenden werden wir uns 
ausschließlich mit GERT-Netzplänen beschäftigen. 

Bei GERT-Netzplänen kann man sich wie bei CPM- und PERT-Netzplänen auf 
.Jen Fall genau einer Quelle (Startereignis) beschränken, während es 
1m allgemeinen mehrere Senken (Zielereignisse) gibt. Bei einer Reali- 



IO o 



a) Deterministisch (vgl. Abb. 5): 




b) Stochastisch (s. Abb. 6): Nach 




X P ■ i. 

_i a 
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sierung des Projektes (auch Realisierung des Netzplans genannt) soll aber 
stets genau eine Senke aktiviert werden (d.h. das entsprechende Zieler- 
elgnis eintreten). Die einzelnen Vorgänge des einem GERT -Netzplan zu- 
grundeliegenden Projektes nehmen wir wie bei PERT als sämtlich voneinander 
unabhängig an. 

Es 1st darauf zu achten , daß aufgrund der Logik der sechs eingeführten 
Knotentypen nicht alle denkbaren Pfeil -Knoten-Kombinationen erlaubt sind. 
Beispielsweise ist der Fall von Abb. 9 nicht zugelassen, da die beiden 

in den stochastischen Exclus ive- 
Oder- Knoten v^ einmündenden 
Vorgänge [v 1# v 3 ] und [v 2 ,v 3 ] 
im Widerspruch zur Definition 
dieses Knotentyps zum gleichen 
Zeitpunkt abgeschlossen sein können. Ferner muß z.B. j eder "E i ngangs knoten " 
eines Zyklus (d.h. ein Knoten , der nicht dem Zyklus angehörende Vorgänger 
besitzt) ein Excl us i ve-Oder- Knoten und jeder "Ausgangsknoten" eines 

Zyklus (d.h. ein Knoten , der nicht zum Zyklus gehörende Nachfolger hat) 
ein stochastischer Knoten ^ sein (weiteres zur Struktur von GERT-Netz- 
plänen s. [Neumann, Abschnitt 9.1.2] ). Nach der Konstruktion eines GERT -Netz - 
plans muß also, bevor man mit der Auswertung dieses Netzpl ans beginnt, stets 
geprüft werden , ob sämtliche innerhalb des Netzplans auftretenden Pfeil- 
Knoten-Anordnungen mit der "Knotenlogik" vereinbart sind (d.h. ob, wie 
man auch sagt, der GERT-Netzplan zulässig ist). 

2. Auswertung von GERT-Netzplänen 

Unter der Auswertung eines GERT-Netzplans wollen wir die Lösung der folgenden 
drei Grundaufgaben verstehen: 

(1) Berechnung der Wahrscheinlichkeit für das Eintreten der einzelnen Ziel- 
ereignisse des dem Netzplan zugrundeliegenden Projektes 




2) Mit [v^sVj] wird ein Pfeil (Vorgang) mit dem Anfangsknoten v^ und dem 
Endknoten v. bezeichnet. 

J 

3) d.h. ein Knoten mit Exclusive-Oder-Eingang 

4) d.h. ein Knoten mit stochastischem Ausgang 
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(2) Bestimmung der Verteilung der Projektdauer unter der Bedingung, daß 
ein gewisses Zielereignis eintritt 

(3) Ermittlung der Verteilung der Projektdauer schlechthin. 

Für die Auswertung von GERT-Netzplänen, die alle sechs Knotentypen in 
beliebigen zulässigen Anordnungen enthalten können, sind wegen der 
Vielzahl der möglichen Abhängigkeiten der den Netzplan charakterisierenden 
Größen keine praktikablen Verfahren angebbar. Derartige allgemeine GERT- 
Netzpläne können nur mittels Simulation behandelt werden. Für GERT-Netz- 
pläne, in denen nur stochastische Exclusive-Oder-Knoten auftreten, sind 
zwei Auswertungsmöglichkeiten bekannt: die Verwendung der Masonschen 
Formel (vgl. z.B. [Elmaghraby] oder [Neumann, Abschnitt 9.2.2]) und eine 
Auswertung unter Benutzung von Resultaten über Sem i-?*arkow- Ketten 
(s. [Neumann, Abschnitt 9.2.1]). Im folgenden wird ein Verfahren angegeben, 
das die Auswertung von GERT-Netzplänen mit allen sechs oben eingeführten 
Knotentypen erlaubt, wobei allerdings einige Einschränkungen Uber die 
möglichen Knoten-Pfeil -Anordnungen zu berücksichtigen sind. Insbesondere 
erfordert die Spezialisierung dieses Verfahrens auf Netzpläne mit lauter 
stochastischen Exclusive-Oder-Knoten wesentlich weniger Rechenaufwand als 
jede der beiden obigen Auswertungsmethoden. 

Wir führen nun einige Begriffe ein: Ein Unternetzplan UN eines GERT-Netz- 
plans N ist ein gerichteter Teil graph von N, der jeden Pfeil von N, der 
zwei Knoten von UN verbindet, enthält und genau einen Knoten ( Quelle 
von UN) besitzt, der nicht zu UN gehörende Vorgänger hat sowie mindestens 
einen Knoten ( Senke von UN), der nicht zu UN gehörende Nachfolger hat 
(vgl. das Beispiel in Abb. 10). Durch eventuelle Einführung von Scheinvor- 
gängen und einer neuen Quelle 
sowie neuer Senken kann man 
stets erreichen, daß ein Unter- 
netzplan genau eine Duelle und 
höchstens zwei Senken besetzt, 
die stochastische Exclusive- Oder- 



id£ 





Abb. 12 
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Knoten darstellen (s. Abb. 11, wo die Scheinvorgänge gestrichelt einge- 
zeichnet sind). Für einen solchen Unternetzplan in "Standardform" führen 
wir dann das in Abb. 12 angegebene Symbol ein. 

Das im folgenden geschilderte Verfahren gestattet nun die Auswertung 
von GERT-Netzplänen, die beliebige Kombinationen von stochastischen 
Excl us ive-Oder- Knoten, jedoch nur die durch die beiden in Abb. 13 und 
Abb. 14 wiedergegebenen Grundel emente festgelegten Anordnungen der 
übrigen Knotentypen enthalten können. Ein deterministischer Knoten 




eines GERT-Netzplans muß also stets ein "Eingangsknoten" und ein Und- 
sowie ein Inclus ive-Oder- Knoten immer ein "Ausgangsknoten " eines Grund- 
elementes sein. 

Wir benötigen jetzt noch die Begriffe der Aktivierungszahl und der Akti- 
vierungsfunktion eines Knotens. Sei ^ die Anzahl der Aktivierungen eines 
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Knotens ^ bei einer Realisierung des Netzplans (d.h. Durchführung 
des zugehörigen Projektes). Dann nennen wir den Erwartungswert der Zufall s- 
größe z* Aktivierungszahl z^ des Knotens v.. Gehört keinem Zyklus an 
(dies ist z.B. für alle Zielereignisse der Fall), so gilt z^ » , wobei 

q.| die Wahrscheinlichkeit ist, daß das Ereignis v.. eintritt. 

Sei weiter Z..(t) die mittlere Anzahl der Aktivierungen des Knotens v^ im 
Zeitintervall [0,t] , wobei vorausgesetzt sei, daß das Projekt zum Zeitpunkt 
0 beginne. Dann heißt die hierdurch festgelegte Funktion Z^ : -*• R + Akti^ 

vierungsfunktion von v... Speziell gilt Z^(°°) « z^. Gehört v^ keinen 
Zyklus an, dann ist Z^(t) gleich der Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis 
v.| spätestens zum Zeitpunkt t eintritt, also 

Z.(t) - z.G.(t) - q i G.(t) , (t > 0) 

wobei G.| die Verteilungsfunktion des Eintritts Zeitpunktes des Ereig- 
nisses v.| darstellt. Im Fall einer Senke v. ist G. somit die Verteilungs- 
funktion der Projektdauer unter der Bedingung, daß das Zielereignis v. 
eintritt. 

Schließlich sei noch bemerkt, daß sich, wenn v. ,...,Vj die Senken des 
Netzplans sind, die Verteilungsfunktion G der P^ojektdaCer schlechthin 
gemäß 

G(t) - f q. G i (t) = l Z i (t) (t > 0) 

P = 1 J P J p P = 1 

ergibt. 

Wenn man also die Aktivierungszahlen z ^ und Aktivierungsfunktionen 
Z. der Zielereignisse v. des Projektes ermittelt hat (p=l(l)r), sind 

Jp Jp 

die drei oben angegebenen Grundaufgaben gelöst. Im folgenden werden wir ein 
Verfahren schildern, daß die z^ und Z. für alle Knoten v^ des Netzplans 
liefert. Zunächst wollen wir hierzu die Größen z^ und Z. für einige typi- 
sche Knoten-Pfeil -Anordnungen bestimmen. 



5) Ein Knoten heißt aktiviert, wenn das dem Knoten entsprechende Ereig- 
nis des Projektes eirrtjetreten ist. 
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Selen p^ wieder die (bedingte) 
Wahrscheinlichkeit» daß der Vor- 
gang e y ausgeführt wird und F y 
die Verteilungsfunktion der Dauer 
dieses Vorgangs. Dann gilt ln 
Äbb. 15 für den stochastischen 



> (i) 



wobei * die Faltungsoperation bedeutet. 

Knoten, die nicht vom stochastischen Exclus Ive-Oder-Typ sind, können nur 
Im Rahmen der Grundelemente 1 und 2 auftreten. Selen mit den Bezeichnungen 
der Abbildungen 13 und 14 p^j die Wahrscheinlichkeit, daß ein Obergang 
von v^ nach Vj stattfindet und Fy die Verteilungsfunktion der Dauer eines 
derartigen Übergangs sowie p ff die Wahrscheinlichkeit, daß ein Übergang 
von v.| nach v^ Uber den Unternetzplan UN 0 stattfindet und F a die Verteilungs- 
funktion der Dauer eines solchen Übergangs. Dann 1st für Grundelement 1 

■ 'ip« - 

z j ■ z < *Jä f ° 




s 



V Ij>.<V F .>- 

u 0*1 0 



und für Grundelement 2 

s s 



z j - Z 1 < ix - l xx*- ••• +(_1)S+1 

w 0*1 a « »erg 8 *! * 2 



° 1 <0 2 
s s 






0 ,< 0 , 



r 2 



Hierin 1st 
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Pa * XVAi 

F ° = 



0»-l(l)s). 



wobei p g die Wahrscheinlichkeit des Obergangs vom Knoten v zum Knoten 

ap o 

V0 und F a g die Verteilungsfunktion der zugehörigen Obergangsdauer sind. 



Schließlich betrachten wir den Fall eines Zyklus. Treten in dem Zyklus 
Grundelemente auf» so werden diese zunächst ausgewertet» d.h. durch je 
einen Pfeil [v,|»Vj] mit der (bedingten) Ausführungswahrscheinlichkeit 
p^j und der Verteilungsfunktion F.. der entsprechenden Obergangsdauer 
ersetzt. Man kann sich dann also auf Zyklen beschränken, die nur stochasti- 
sche Excl us ive-Oder- Knoten enthalten. Zuerst berechnet man dann für einen 
Eingangsknoten Vj des betrachteten Zyklus die Größen Zj und Zj. Habe in 
Abb. 16 ein Vorgang e 0 die (bedingte) Ausführungswahrscheinlichkeit p a » 

sei F 0 die Verteilungsfunktion 




deren Knoten des Zyklus dar» so ist 



der Dauer des Vorgangs e 0 und 
stelle Pjj die Wahrscheinlich- 
keit sowie F.. die Verteilungs- 

J J 

Funktion der Dauer für einen Ober- 
gang von Vj nach Vj über die an- 



! i ■ * P « 2 J 



und somit 






( 2 ) 



Entsprechend haben wir 



Z j = a£l P ° (Zi a* F<,) + P JJ (Z J* F JJ ) * 



( 3 ) 



Sind die Aktivierungszahl und die Aktivierungsfunktion für einen Eingangskno- 
ten eines Zyklus bestimmt, so können diese Größen für die übrigen Knoten 
des Zyklus gemäß (1) ermittelt werden. 
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Wir geben nun den Algorithmus zur sukzessiven Berechnung der Größen 
z^ und 1. für alle Knoten des zugrundeliegenden GERT -Netzplans N an. 

Als erstes empfiehlt es sich, eine sogenannte topologische Quasi sortie» 
rung der Knoten von N durchzuführen, d.h. alle Knoten von N außerhalb 
der Zyklen topologisch zu sortieren (jeder derartige Knoten v^ erhält 
dann eine kleinere Knotennummer i als jeder seiner Nachfolger und eine 
größere Knotennummer als jeder seiner Vorgänger). Speziell ist hiernach 
Vj die Quelle des Netzplans. 

Nun startet man mit Zj := 1 und Z^(t) := 1 für alle t >, 0 und bestimmt 
für i=2,3,... sukzessiv die z. und Z^ nach (1) solange, bis man einen 
Und-oder einen Inclusive-Oder-Knoten Vj oder einen Eingangsknoten Vj eines 
Zyklus erreicht hat. Im ersten Fäll ist vor der Ermittlung der Aktivierungs- 
zahl Zj und der Aktivierungsfunktion Zj von Vj ein Grundelement in der oben 
beschriebenen Weise auszuwerten. Im zweiten Fall bestimmt man Zj und 2- 
gemäß (2) bzw. (3). In entsprechender Weise fährt man fort, bis für alle Kno- 
ten v.j die z.j und Z^ berechnet sind. 

Bei dem eben skizzierten Verfahren, das wir im folgenden sukzessive Me- 
thode nennen wollen, sind vor dem Start des eigentlichen Algorithmus 
sämtliche Zyklen des Netzplans zu ermitteln. Dies kann man umgehen, indem man 
für die Aktivierungszahlen ein lineares Gleichungssystem und für die Akti- 
vierungsfunktionen ein lineares Faltungsgleichungssystem aufstellt und 
löst. Wir wollen das Gleichungssystem für die Aktivierungszahlen kurz ange- 
ben. Zuerst müssen alle Grundelemente ausgewertet werden, d.h. wie oben be- 
schrieben durch je einen Vorgang [v.. ,Vj] mit einer Ausführungswahrschein- 
lichkeit p. . ersetzt werden. Treten parallele Pfeile (d.h. Pfeile mit 
gleichem Anfangs- und gleichem Endknoten) auf, so denken wir uns diese 



ebenfalls durch einen Pfeil ersetzt. Habe der Netzplan die Knoten V|, 
wobei o.B.d.A. Vj die Quelle sei und seien E die Menge der Knoten- 



»v 



n* 



nummern der deterministischen Knoten (Eihgangsknoten von Grundelementen) 



und A die Menge der Knotennummern der Und- sowie der Inclusive-Oder- 



Knoten (Ausgangsknoten von Grundel ementen) , so bekommen wir 



6) Der Netzplan braucht jetzt aber nicht topologisch quasisortiert zu sein. 
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1 

P 1 jZ 1 (1eE,jeA) 

iL pijzi+pij (je{2 n}xA) ’ 

Entspricht hierbei dem Indexpaar (i,j) ein Pfeil [v.. ,Vj] des Netzplans, 
so ist p.. gleich der zugehörigen (bedingten) Ausführungswahrscheinlichkeit, 

1 J 

andernfalls ist p.j := 0 zu setzen. 

Bezüglich der numerischen Realisierung der beiden angeführten Verfahrens- 
varianten ist zunächst zu bemerken, daß die sukzessive Methode insbesonde- 
re bei größeren Netzplänen in der Regel vorzuziehen ist, da sie im Gegen- 
satz zu den zuletzt angegebenen Verfahren nur die Lösung von linearen 
Gleichungen bzw. linearen Faltungsgleichungen erfordert und nicht die 
Behandlung von System derartiger Gleichungen. Die Schwierigkeiten bei der 
numerischen Handhabung der sukzessiven Methode bestehen nicht in erster 
Linie in der Lösung der oben angegebenen Gleichungen, sondern in der Er- 
mittlung der Struktur des betreffenden GERT-Netzplanes. Beispielsweise 
können innerhalb der einem Grundelement angehörenden Unternetzpläne wieder 
Grundelemente auf treten und Zyklen und Grundelemente mehrfach "ineinander 
verschachtelt" sein. Die Auswertung derartiger Knoten-Pfeil -Anordnungen 
muß "von innen nach außen" erfolgen, und auf einem Rechner sind hierzu 
sehr komplizierte und rechenzeitaufwendige Such- und Sortierungsprogramme 
erforderlich. Es empfiehlt sich deshalb, bereits vor der eigentlichen Auswer- 
tung eines GERT-Netzplans zu versuchen, die Grundelemente und Zyklen zu 
ermitteln und aufzulisten und diese Information sowie u.U. bereits die 
Reihenfolge, in der die einzelnen Knoten des Netzplans behandelt (d.h. die 
zugehörigen Aktivierungszahlen und -funktionen bestimmt) werden sollen, 
unmittelbar in den Rechner einzugeben. Weitere Details zur numerischen 
Durchführung der sukzessiven Methode können in [Steinhardt] nachgelesen 
werden. 



z i = 

z j = 

z d = 
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Reduktion yon Netzplänen 

F. J. Radermacher, Aachen 



Planning networks can be described by a system A^ = (A,0,e ) , where O is an orde- 
ring in the set A and iß is a function, «ß : A — ► &+ . 

The parameters of a planning network are s the critical length, the set of the 
critical paths and various time-reserves, lor many reasons, one is interested 
in a theory, that makes it possible to determine all those magnitudes by only 
computing appropriate sufcplans and a (reduced) hcmomorph Image. 

We shall prove the existence and uniqueness of a solution of the following prob- 
lem : Find a reduction-rule 'Y = (/*, f ) between planning networks and 

Bp»= (Ä ,0* , ß‘) , which satisfies s 

1 . (a,b) e 0 =* (h r ,ep) 4 0'\<\9- [ : A » A ] 

2 - 'ßV) = f w -[ ^|yuV)] for a 11 *' f ! = ( f w' )w e /i. sare function. 

3. A(A^ ) = A ( B« 1 ) the critical length of and Bg' shall be equal, for 

all* . 

Die vorliegende Arbeit behandelt die Reduktion von Netzplänen. (Es handelt sich 
dabei um einen wichtigen Spezialfall einer allgemeineren Fragestellung (vgl. [2]) 
Typisch ist, daß das zugrundeliegende Objekt eine bewertete Struktur ist. Zur 
Beschreibung verwenden wir endliche Ordnungen A « (A,0) mit einer auf der Menge 

A erklärten Funktion ’S s A ► Interpretiert man <ß(w) als "Dauer" von w, 

w e A , so heißt Aig := (A,0,*) Netzplan (vgl.fi)). Bei einem Netzplan interessie- 
ren kritische länge, die Menge der kritischen Vfege, der Wegpuffer einzelner We- 
ge, Gesamt-, freier und unabhängiger Puffer aller Elemente. Aus verschiedenen 
Gründen ist man interessiert an einer Theorie, die es ermöglicht, die gewünsch- 
ten Größen "reduziert" zu ermitteln über die Berechnung eines "Grob-netzplanes " 
(homcmorphes Bild) und geeigneter Subnetzpläne. Als Gründe wären zu nennen : 
Rechenzeiterspamis, größere Übersicht, zu geringe Kapazität der Datenverarbei- 
tungsanlage. 



Eine Redüktionsvorschrift zwischen Netzplänen A\g= (A,0,*) und B^»= (Ä ,0* ) 

würde in der Angabe eines Paares 'y = (/>,f) bestehen, wobei /-«. s A » A eine 

Reduktion der Struktur darstellt und f := (f eine nachfolgend angewandte 

übertragungsregel für die Bewertung. An 'vy ergeben sich aus praktischen ' Gründen 
zumindest die drei folgenden (schwachen) Forderungen : 

1 . (a,b) fe 0 =-- > (byu,a^») 4 OVd* 

Die in A (ja aus technischen Gründen) vorgegebenen Abhängigkeiten sollen 
durch die Strukturreduktion zumindest nicht in ihr Gegenteil verkehrt werden. 
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2. C' (W) = f w .[ ' e l / ^- | Cw')] ; f '= (U.'e^ beliebig, für alle -e . 

Ule Bevrertung eines Bildelementes soll (nur) abhängen von der Bewertung 
seiner Urbilder, (f ist also lokale Funktion in A^) 

3. A (A e ) =A(B«') für alle « • 

Dies ist die Zielbedingung . Für alle ^ soll die kritische Länge im Bild- und 
Urbildbereich gleich sein! 



Geht man an die Iösung des Problems, so erweist sich die Reduktion der Ordnung 
als entscheidende Schwierigkeit, die Übertragungsfunktion f ergibt sich dann 
zwangsläufig. Am Anfang steht daher die Charakterisierung einer geeigneten Teil- 
menge der Abbildungen, die 1 . erfüllen. Als solche erweisen sich die reduzie- 
renden Ordnungshomomorphisnien (r.OH) (vgl. [2] ). Diese Abbildungen erfüllen: 

{ [ (x,y) £ 0 * y + y*] <-■ > [(x/*y) 6 °\äj ) 

Die von solchen Abbildungen über /y 4 " 4 induzierten Partitionen von A lassen 
sich unabhängig charakterisieren und heißen Kbngruenzpartitionen (KP) von A . 
Nach KP läßt sich dam ein eindeutiger Quotient definieren, welcher Bild der 
Ausgangsordnung unter einem r.OH ist. Die Klassen solcher KP lassen sich eben- 
falls unabhängig charakterisieren und heißen autoncme Subordnungen (a.SO) 

(vgl. [2]). 

Definition 1 : 

Seien A^und B & Netzpläne. Sei B Bild von A unter einem r.OH yu . Gilt zusätz- 
lich: *€' (w* ) =A (/* M (w*)) # dam heißt B netzplanhcmomorphes Bild von A* 

und y*x ein Netzolanhcmotor p hismus (NPH) . 

Ein NPH besteht also aus einem Paar = (/*,f) , wobei yu ein r.OH ist und 
f = (f w ') w '€ A 1 jedem Bildelement die kritische Länge seines Urbildes zuord- 
net. Es handelt sich hier bei dieser Definition um einen wichtigen Spezialfall 
einer allgemeineren Begriffsbildung (vgl. [2] , [31 ) . Offensichtlich erfüllt jeder 
NPH die Bedingung 1., 2. 1 Es bleibt dam nachzuweisen, daß ein NPH die Zielbe- 



dingung erfüllt. Wir machen das hier aus Platzgründen in einer relativ knappen 
Schreibweise. Dazu definieren wir zunächst : 

Definition 2 s 

a) autonomer Subnetzplan (a.SNP) 

Eine graphmtheoretische Charakterisierung findet sich in [4] . 

b) Quotientennetzplan von A^ nach einer Köngruenzpartition G von A , B ^ := 

Dies geschieht in naheliegender Weise in Anlehnung an [2] . 

Definition 3 s 

a) Sei Ag= (A# 0,*) ein NP! Eine Menge W(a,b) = { a=x e ,x A , . . . . ,x n =b] ? W(a,b)c A 
heißt ein a mit b verbindender Weg, falls X| e V(x ) , i=0, .... ,n-1 . (Dabei 

inplizieren wir mit der Schreibweise die eindeutig existierende aufsteigende 
Reihenfolge) . 

b) Ist U eine a.SO von A, so bezeichnet W(U) die Menge aller Wege, die minimale 
Elemente aus U mit maximalen Elementen aus U verbinden. 
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Beispiel 4 s 



Es ist {a,c,f } ein a mit f verbi n de n d er Weg. 
W(A) — {ä,d,f} , { b,d,f } , { B,e,f 

die länge von W(a,b) = {a=x Ä , . . . . ,x n =b) 

A (M) s ä max d(W) heißt die kritische länge der Wegemenge M . 

W4/\ 

d(W) = A (M) . dann heißt Wc M kritischer Weg in M bezgl. «e • 

Die Menge der kritischen Wege ist wegen card A-< e® nicht leer. 

A (U) ist die abgekürzte Schreibweise für A (W(ü) ) . 




Definition 5 : n 

df'W(a,b)] := T>e(xi) 



Bemerkung 6 s 

Sei B <e' netzplanhcmcmorphes Bild von A «unter^u . Sei = {k 4 ,K*} die von 
erzeugte KP in A und seien [k,]^;« (k» , O ^ ,S { ,T-, , ej K . ) die zugehörige a.&iPi 

a) ein Weg W(a,b) heißt / * -verträglich , falls so daß a« S*. und beTj . 

Im weiteren betrachten wir nur solche Wege. 

b) Sei W(a,b) ein solcher. Setze W(a,b) ^ K/* W(a,b) K;| w(a^b) n^K; ^0 } 

IDann ist W(a,b) r\ ^={w„, ,W,.} mit Wj e W([Ky ] ) ? j=1,...,r, d.h. der 

Weg zerfällt in Wegstüdke in den von ihm durchlaufenen (durch ^ induzierten) 
a.SNP. 

c) Setzt man W(a,b) x*/«, . . . ,x 4 yuj , so ist dies ein Weg im Bildnetzplan I 

d) Umgekehrt sei W* € W(B^) ein Weg im Bildbereich. Die zugehörige -verträg- 
liche Urbildmenge aus W(A*) erhält man, indem man beliebige Wegstücke aus 
den Urbildklassen von W* aneinandersetz t i 

[c), d) sind spezielle Eigenschaften von r.CU. Die Klasse, die Bed. 1. erfüllt 
bzw. auch die Klasse der schwachen Hancmorphismen (vgl.[3l) hat diese Eigen- 
schaft allgemein nicht. 

Damit können wir nun für NPH die Zielbedingung nachweiseni 
Satz 7 : ÜBEPTRAGUNGSSATZ 

Sei B * netzplanhcmcmorphes Bild von A* so gilt : 

A (A«) =A( B «') Air alle « . 

Beweis ; 

Sei yu. der NPH, K/« = ( K 4 , . . . . ,K n ),o.B.d.A. wcK*, ===== w/* - w,* 

a) Sei W„ kritischer Weg in A*, W„ n IU ={ w„ , . . . . ,VÜ , Wj e W([Kij] ) 

A (A*) = d(W„) = ^]d(Wj) A ([Kij] )°= ) = dtw.^) ^ A(B«') 

b) Sei WJ = { w.' , . . . ,wj } kritisch in B /»“"(w'j ) * Kij . Sei Wj kritisch in 

W ( [ K ; j ] ) und W, = .0, Wj ; W.ft W(A) wegen 6d = » 

A (B<e‘) = d(Wi) = «'(w'j ) = 



S d(Wj) = d(W.) ^A(A f ) 
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Demit ist rachgewiesen, daß der NPH eine Lösung des eingangs gestellten Prob- 
lems ist. Wie in [21, [3] läßt sich für die in Definition 2 eingeführten Quoti- 
enten ein Satz über induzierte Hcmcroorphismen beweisen. Damit folgt, daß die Ite- 
duktionsmöglichkeiten eines Netzplanes durch NPH genau die der zugrundeliegen- 
den Ordnung durch r.CH sind. Für die damit gegebenen Redlaktionsmöglichkeiten 
s.[2],[3] ; insbesondere auch für die Gültigkeit des Kettensatzes bei totalem 
Abbau in elementaren Schritten. 

Es sei ausdrücklich erwähnt, daß beispielsweise nicht jede zusammenhängende 
Teilmenge zu einer Aktivität zusamtiengefaßt werden kann, was Bedingung 1 . noch 
zuläßt. Daher mag die gefundene Losung unbefriedigend erscheinen. Es stellt 
sich deshalb unmittelbar die Frage rach der Existenz "besserer" Lösungen bzw. 
nach der Eindeutigkeit des NPH unter 1 . ,2. ,3. . 

Satz 8 ; UMKEHRSATZ 

Eine Reduiktiansvorschrift y = (^,f) zwischen NP A*und B*' erfüllt 1.,2.,3. 

:i> y ist ein Netzplanhomcmorphismus! 



Beweis : 

I a) zeige: > '«'(W) = 0 

Setze = O, dann ist S | yu."*(w') = O ; wegen 2. hängt €’ (w‘ ) nur davon ab. 
=> A (a«) = o A(b«') = o => s' s o =» «e 1 (w') =o 

b) Zeige S (W ) = A (yuT 4 (w')) 

[S wäm^Cw') v 

Sei £ beliebig, setze : : - \ - . =$ 

c * 1 0 sonst 

A </**V)J = A (A«„) = A(B^) z = SÖ (w') 

Also ist (unabhängig von der Art der Ordnungsreduktion) die Bewertung 
des Bildes immer die kritische Länge der zugehörigen Urbildklasse. ( Wegen 
der Iokalitätsforderung 2. in Verbindung mit der Zielbedingung) . 

II Zeige : { [(x,y) ^ [ (x^y») c 0W] } 

a) (x,y) c 0 * Xj» * y^ 

Annahme (x^,^*) ^ 0'\^ , wegen 1. ay<|| yjL . Setze: :* 

' V ZI (A«e 0 ) =2 #1 = A (B«i) Widerspruch zu 3. 



1 w =~x>y 
0 sonst 



b) (xSy*) eO'xt* . Annahme, es gibt x £ /^(x 1 )? ye yu” 4 (y«) mit (x,y)$ 0. 
wegen 1. ==^ x jj y 



fl w = X,} 

setze (w) ^ ^ 

l 0 sonst 

A (A«„) = 1 * 2 i A(B<?') 



Widerspruch zu 3. 
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Satz 9 1 HE3XJKTICNSSATZ 

'M* * (/*,f) erfüllt 1 . ,2. ,3. £=„: ^ ist ein NetzplanhanomorpM 

Der Reduktionssatz ergibt sich direkt als Zusammenfassung von Satz 7 und Satz 8. 
Der von uns definierte NPH ist also die einzige Lösung des zu Anfang f emulier- 
ten Problems. Es bleibt die Frage, ob die relativ geringen Reduktionsmöglich- 
keiten mehr durch 1. oder 2. bedingt sind. Dazu bringen wirs 

Bemerkung 10 s 

Völliger Verzicht auf 1 . führt auf die etwas allgemeinere Klasse der verallge- 
meinerten Homomorphismen; diese genügen der Bedingung 

6 0 v (y ' x) 6 ^ A v (^.,3^)6 OSJ-]} 

Es sei hier nur erwähnt, daß die dadurch gegebenen Reduktionsmöglichkeiten im 
"wesentlichen" die gleichen sind! Die "geringen" Reduktionsmöglichkeiten sind 
also eine Folge der Lokalitätsforderung 2. , die aber für die praktische Anwend- 
barkeit entscheidend ist. 

Bemerkung 1 1 s 

Für anwendungsinteressierte Leser sei außerdem erwähnt, daß sich der Reduktions- 
satz auch im stochastischen Fall für die Verteilung der kritischen länge halten 
läßt. Die Voraussetzungen sind dabei: 

Ist A = (a, 0) ,*/4 ein r.OH auf eine Ordnung B; Ky- » {k 4 , . . . ,K r } ; ^ =(w 4 , . . . ,w„ ] . 
Sei P die gemeinsame Verteilung von (£(w 4 ),..., £(w*)); dann soll gelten : 

P ( IR* ) = 1 

P ~ (^) p * 9 vübei p » ä± e Verteilung der krit. länge in [Ki ] bez. P^ ist. 

Mit den bisherigen Ergebnissen kann man die kritische länge und die Menge der 
kritischen Wege reduziert berechnen. (Letztere ergeben sich durch AneEnan3S-" 
setzen kritischer Wegstücke aus den Urbildklassen kritischer Wege (vgl. 6.d.)). 
Es besteht nun das für praktische Anwendung entscheidende Problem, Ubertra- 
gungsregeln für die verschiedenen Puffer zu finden. 

Dazu ist zu bemerken, daß eine 1. Art Puffer zu definieren darin besteht, 
gewisse Ifriotenzeiten einzuführen und dabei Scheinvorgänge als richtige Vor- 
gänge zu behandeln. Warum wir uns dieser Vorgangsweise nicht anschließen, zeigt 
Beispiel 13. Wir legen die 2. Art der Definition zugrunde, jedoch nicht in der 
üblichen Weise durch eine rekursive Definition (vgl. [5]) , sondern wie folgt: 

Definition 12 : 

Sei A* = (A,0/e) ein NP. Für weA beliebig, setze: 

FA(w) := [ WV (w)J Dauer eines längsten Weges (Def.3) von minimalen 

Elementen in A bis zu unmittelbaren Vorgängern 
von w. 

FE(w) := min FA(x) 
xeN(w) 

:= & (Af) -/^[wn (x)] kritische länge von A^ vermindert um die Dauer 

eines längsten Weges von unmittelbaren Nachfolgern 
von w bis zu maximalen Elementen aus A. 



SE(w) 
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SA(w) 

wp[w(a;b)] 
o> (w) 
fp (w) 
up (w) 

Beispiel 13 : 



max SE(x) 

X €. V(w) 

A (A*) - d (W(a,b)l 
SE(w) - FA(w) - ^ (w) 
FE(w) - FA(w) - * (w) 
FE(w) - SA(w) -^(w) 



Es ist etwa: 



Wegpuffer des Weges W(a,b) fc W(A) 
Gesamtpuffer des Elementes w 
freier Puffer des Elementes w 
unabhängiger Puffer des Elementes w 




FP(w) = min^\[w(d)] ?A[w(e)]} -A[w(w)] -'C(w) 

- min | max [ d{a,b } ? d{a,w}]; max[d{a,w]; d{a,c}]| 

- max[d{a}] - <£(w) 

= min[max(6,2) ;max(2,8)] -1-1 
= min (6,8) -2 = 4 



Dagegen hätte sich bei der 1 . Art der Definition ein freier Puffer FP (w) =0 
ergeben. Dies erscheint uns aus verschiedenen Gründen nicht sinnvoll, insbe- 
sondere weil diese Art der Pufferdefinition von der (nicht eindeutigen) graphen- 
theoretischen Repräsentation der Ordnung abhängt (vgl. [4]). 



Wir kommen nun zu den verschiedenen Übertragungssätzen . Aus Platzgründen be- 
weisen wir nur den ADDITICNSSÄTZ FÜR DEN WEGPUFFER. Bei den anderen Beweisen 
benötigt man eine Menge (wenn auch elementarer) Aussagen und Darstellungssätze 
für spezielle Wegemengen, wie z.B. WV(w) ! 

Satz 14 : ADDITICNSSATZ FÜR WEGPUFFER 

SelW„6W(A) ; W.* K r = {W, ) ; Wj € W(£K;j J ) o.B.d.A. WfcKj 

=:= ■> W/a = Wj. Dann gilt: 

* E <v 

Beweis: 



o]=A(A € ) - d(W Q ) = A(A«) - 2 äWj) 



r 


«/=-< 




WPfK-l (W i>' 
l K Sj* 3 ' 


-A®*)** +2 

j»-l 


WPfK-1 < W i> 
L K v] 3 


\'Z > 

S! 

‘Wj 

+ 

> 

'V 

9t 

ii 


(W.) 




173 



Generalvoraussetzung für die nächsten drei Sätze : 

Sei B netzplanhcmcmorphes Bild von A* =(A f 0 # '6 unter/*; sei Ky* = { K A , . . . ,K*} 
wobei [K;] := ^/TJ? S.^: mnimal in [KJ , T\ : maximal in [KJ . Sei 

Satz 15 ; ADDITICNSSATZ FÜR DEN GESAMTPUFFER 

®Af (w) = ®B^ (w /*> + ®[Ki] e (W> 

Der Gesamtpuffer ergibt sich also additiv aus dem GP von w bzgl. der Urbild- 
klasse [Kj]^ , in der w liegt, und dem Gesamtpuffer seines Bildelementes bzgl. 
des Bilanetzplans . 

Dieser Satz hat Konsequenzei. Verzögert sich nämlich w im Rahmen seines Ge- 
samtpuffers, so läßt sich ein minimaler a.SNP angeben, so daß der GP von Ele- 
menten außerhalb dieses a.SNP durch die Verzögerung von w nicht verändert wird. 



Satz 16: DARSTELLÜNGSSATZ FÜR DEN FREIEN PUFFER 



(w) 



f FP riM (w) 

l K| l* 

[_ ^[Ki]^ + ^Btf (V H 






w*T^ 



Dieser Satz zeigt u.a. , daß der freie Puffer durch die „nähere" Umgebung be- 
stimmt wird. Ein minimaler a.SNP, der w als nicht maximales Element enthält, 
bestimmt schon vollkommen den freien Puffer von w. 



Satz 17: DARSTELLUNGSSATZ FÜR DEN UNABHÄNGIGEN PUFFER 



UP Ae <w) 



r UP [K .j(w) + F. Rg^(v^) - 
UP [Kj (w) - 

^[Ki] (w) ■ (w r } 

®[Ki] W + °V ^ 





wtS i n £ K , T i 




weT i n ^ Ki S i 




wetg. (SjUT^) 




wc 



Interessant, daß in den ersten drei Fällen (für „nicht-paralleles" w) der 
unabhängige Puffer im Gesamtnetzplan immer kleiner gleich dem in der Klasse 
ist. Im vierten Fall (für „paralleles" w) erhält man eine Interpretation für 
einen negativen UP. So kann nämlich der negative UP von im Bildbereich 
einen positiven UP von w bzgl. seiner Urbildklasse kompensieren. 



Wir bringen zusammenfassend ein Beispiel: 
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y Netzplanhom. 






I. kritische Länge : 

Die Bewertungen in B<e' sind offensichtlich die kritischen Längen der Ur- 
bildklassen und es gilt: A( A f) = 60 = A (B^). 



II. Die Menge der kritischen Wege : 

In A^ist dies: {{h,s,u,v} ; { h,t,u,v}} . In B »g* ist { h f R] der einzige 

kritische Wag. In /-^(h) = (h) ist {h} der einzige Weg, in ^(R) ={r,s,t,u,v} 
gibt es die beiden kritischen Wege (s,u,v) und {t,u,v} . Durch Aneinan- 
dersetzen erhält man wieder die kritischen Wege aus Ag ! 
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Damit ist das zu Anfang formulierte Problem vollständig gelöst. Abschließend 
wollen wir noch einige Bemerkungen zur praktischen Anwendbarkeit machen. Wir 
haben schon erwähnt, daß die Reduktionsmöglichkeiten eines Netzplans unter 
1.2.3. genau die der zugrundeliegenden Ordnung durch reduzierende Qrdnungshcmo- 
morphismus sind. Aus [2] wissen wir dann, daß manchmal überhaupt nur triviale 
Reduktionen möglich sind, daß es manchmal keine praktikablen Reduktionsmöglich- 
keiten gibt, und daß es überhaupt sehr schwierig erscheint, im Nachhinein geeig- 
nete hcmcmorphe Bilder zu finden. Darum sollte man, wenn dies von der Struktur 
des Problems her möglich ist, in der folgenden Weise Vorgehen. 

Man beginne mit einem „groben” Plan, also mit den hcmcmorphen Bild, und zwar 
ohne Bewertung. Dann verfeinere man jeden Vorgang im gewünschten Umfang. In den 
so entstehenden (kleineren) Netzplänen führe man die Bewertung ein und mache 
eine Vorwär1:s-Rüdcwärtsrechnung . Ha Grobnetzplan übernehme man für jede Aktivi- 
Tät die kritische Länge der zugehörigen Verfeinerungen. Dann führe man im Grob- 
netzplan eine abschließende Vorwärts-Rückwärtsrechnung durch. Mittels der Sätze 
7, 15, 16, 17 erhält man dann alle interessierenden Größen in dem großen Netz- 
plan der dadurch entstehen würde, daß man im Grobnetzplan jedes Element durch 
die zu ihm gehörende Verfeinerung ersetzt. Dabei braucht der große Netzplan 
überhaupt nie formuliert zu werden! Dies bringt wesentliche Arbeitserspamis 
bei der Formulierung und Aufstellung des Netzplans ; man hat eine bessere Über- 
sicht und gleich die Pläne für die Teilprojekte, sowie einen übersichtlichen 
Grobnetzplan für die übergeordnete Projektleitung . Außerdem braucht man nur 
eine EVA mit wesentlich geringerer Kapazität. Die Vorteile werden vor allem 
auch bei Verzögerung einer Aktivität deutlich: während normalerweise der ge- 
samte Netzplan neu berechnet werden muß, reicht hier die Neuberechnung der einen 
Klasse und (möglicherweise) des Grobplans! 
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Reduktion von Flußnetzplänen 

F. J. Radermacher und H. G. Spelde, Aachen 



In the theory of "Flows in Networks" , the maximal flow can be determined by 
the minimal-capacity of proper disconnecting sets because of the theorem of 
Ford and Fulkerson. However it remains difficult to locate all those sets in 
a great netwDrk. This is one reason to be interested in a theory , that makes 
it possible to determine the maximal flow by only ccnputing appropriate sub- 
networks and a (reduced) hcmcmorph image. Planning networks are an important 
subclass of all networks (just those, that can be described by a system 
A c := (A,0,c), vhere 0 is an ordering in the set A. and c is a "capacity" -func- 
tion, c : A ► IR+) . For this subclass, we proof the existence and uniqueness 

of a solution of the following problem: 

Find a reduction-rule y = (/A,f) between A = (A,0,c) ; B , = (A,0 , ,c l ) that 
satisfies : c c 

1 . (a,b) fe 0 =* (b^,a i 0'\& [ p- * 0 " >0 » ^ ] 

2 - vTä' 0 ' (w,) = f w - )f for 311 c; f != s 3 " 6 function. 

3. <S(AJ = <£ (B .) the maximal-flews in A and B . are equal for all c. 

C c c c 



Diese Arbeit behandelt die Reduktion von Flußnetzplänen. (Es handelt sich dabei 
um einen wesentlichen Spezialfall einer allgemeineren Begriffsbildung (vgl. [1], 
[4] ) ) . Das zugrundeliegende Objekt ist (wie in [4] ) eine bewertete Struktur, 
wobei die Bewertung hier als Kapazität interpretiert wird. 

Definition 1 : 

Ist A = (A,0) eine Ordnung und c : A eine Funktion und interpretiert man 

c(w) als Kapazität von w, d.h. 0 £ fl(w) £ c(w) , so heißt A :* (A,0,c) ein 
Flußnetzplan . (FNP) . c 

(fl (w) bezeichnet den tatsächlichen Fluß in w) . 

Gemäß [3] läßt sich jeder Ordnung ein gerichteter Graph mit einer Quelle und 
einer Senke zuordnen, wobei das Einführen von Scheinvorgängen notwendig werden 
kann. Faßt man parallele Vorgänge jeweils zu einem Vorgang mit der Summe der 
Kapazitäten zusammen und ersetzt man Scheinvorgänge durch richtige mit beliebig 
großer Kapazität, so ordnet man jedem Flußnetzplan ein bewertetes Netzwerk im 
Sinne von Ford und Fulkerson zu (vgl. [2]) . Flußnetzpläne erweisen sich als 
wichtige Teilklasse der Klasse aller bewerteten Netzwerke. 
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Beispiel 2 : 



Sei A = { a,b,c,d,e,f ,g,h} ? der minimale Erzeuger von 0 sei : 

|{a,d} ;{ b,d} ; {c,d} ;{ a,h} ;{b,h} ; {c,h} f{ d,e} ;{ d,f } ; {g,e} ;{ g,f} ;{ g,h}] 




Damit ist der Satz von Ford und Fulkerson (vgl. [2] ) für ENP anwendbar, und der 
Maximalfluß kann bestimmt werden über die Minimalkapazität echt trennender 
Mengen. 

Wegen der Darstellungsweise in[3]ist beispielsweise kein minimales Element ein 
vormaliger Scheinvorgang. Daraus folgt, daß die Minimalkapazität von A c be- 
schränkt ist, also kein vormaliger Scheinvorgang sich in einer minimalen echt 
trennenden Menge befindet. Der Maximalfluß hängt also nur von den ENP, nicht 
aber von der graphentheoretischen Repräsentation gemäß [3] ab! 

Das Auffinden aller echt trennenden Mengen erweist sich in großen Netzwerken als 
sehr mühselig. Das ist ein. Grund, warum man an einer Theorie interessiert ist, 
die es ermöglicht, nur aufgrund der Berechnung geeigneter Subnetzpläne und einer 
Vergröberung (hcmcmorphes Bild) die gewünschten Größen zu erhalten. Ein anderer 
Grund wäre etwa die geringe Kapazität der vorhandenen Wh. 

Das Problem läßt sich wie folgt formulieren: 

Untersuche Existenz und Eindeutigkeit einer Rediktionsvorschrift = (/*,f) 
zwischen fNP Ac - (A,0,c) und B C ‘ - (A ,0' ,c*) , wobei : A — > A eine Re- 
duktion der Struktur und f := (f w') w ‘c^ eine nachfolgend angewandte übertra- 
gungsregel für die Kapazitäten ist, welche den folgenden drei (schwachen) Be- 
dingungen genügt: 

1 . (a,b) € O =* (b/-,a/0 4 0\& 

Die in A (ja aus sachlichen Gründen) bestehenden Abhängigkeiten sollen durch 
zumindest nicht in ihr Gegenteil verkehrt werden. 

2. e* (w*) = [ c, ] , für alle q; f := (f „■)„■*/»; beliebige Fkt. 

Die Kapazität eines Bildelementes soll (nur) äbhängen von den Kapazitäten 
seiner Urbilder. 

3. <5 (A c ) * 6 (B c .) für alle c. 

Für alle c soll der Maximalfluß im Bild und im Urbildbereich gleich sein. 
Dies ist die Zielbedingung . 



Die wesentliche Schwierigkeit besteht hier wie in [4] in der Reduktion der Struk- 
tur, land wieder erweisen sich die reduzierenden Qrdnungshciiaii o r^ (r.CH) 
(vgl.[1]) als die zulässige Klasse. Dies sind alle Abbildungen, die der folgen- 
den Bedingung genügen: . 1 

|((x,y) tO* i — -> (x/*,^*) e 0\fr j 
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Für die Begriffe: autonome Subordnung (a.SO) , das sind die Urbilder einele- 
mentiger Mengen unter r.OH, sowie Rongruenzpartition (KP) , das sind die von 
r.CH über yuyu" 4 induzierten Partitionen in A , siehe [11 • 

Definition 3 : 

Seien A c und B c * Flußnetzpläne. Sei B hcmcmozpbes Bild von A unter einem r.OH 
/*. Gilt zusätzlich: 

c* (w 1 ) ■ <$ [ ^(w*)] 

dann heißt B c * netzplanharrcmorphes Bild von A c und yu-ein Netzplanhomarorphis- 
mtis (NPH) . / 

Ein NPH besteht also aus einem Paar v * (/*,f) , wobei /«. ein r.CH ist und 
f := (f w') w ' cA * jedem Bildelement als Kapazität den Maximalfluß seiner Uzbild- 
klasse bezgl. c zuordnet. Es handelt sich dabei un einen Spezialfall einer 
allgemeineren Begriffsbildung (vgl.[1] ,[4]) . Offensichtlicherfüllt jeder 
NPH die Bedingungen 1. ,2. .Es bleibt die Zielbedingung nachzuweisen. 



Definition 4: 



a) 

b) 



autonomer Subnetzplan (a.SNP) 

Für eine graphentheonetische Charakterisierung siehe 
Quotientenflußnetzplan von A c nach einer KP G vonA; 



[3]. 

Bc* s= 



Dies geschieht in naheliegender Weise in Anlehnung an [1] • 



Definition 5 : 

a) Sei A c — (A,0,c) ein 5NP. Eine Menge Rc A heißt echt trennende Menge von A, 
falls gilt: Wc W(A) =» W ^ R + 0 , und jede echte Teilmenge von R hat 
diese Eigenschaft nicht. (Dabei ist W(A) die Menge aller Vfege von minimalen 
zu maximalen Elementen in A (vgl. [41) ) . 

b) Ist U ein a.SNP, so bezeichnet R(U) die Menge aller echt trennenden Mengen 
in U. 

Beispiel 6 : 

R(A) = [ {a,b} ;{d,ej;{b,c,d} ;{ a,e} } 

Definition 7 : 

Sei R =(x 0 , .... ,x„ } eine echt trennende Menge 

w 

d(R) :* ^ c(xi) heißt Kapazität der echt trennenden Mengen R. 

i s 0 

£(M) :- min d(R) heißt die Minimalkapazität der Menqe M 
Rc M von echt trennenden Beengen. 
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d(R) = £> (M) dann heißt R minimale echt trennende Menge (Minimalschnitt) 
von M bzgl. c. Wegen card A <. oo ist die Menge der Minimal- 
schnitte nicht leer. 

S(U) ist die abgekürzte Schreibweise für £ [ R(U)] • 



Bemerkung 8 s 

Sei B c > netzplanhcxionorphes Bild von A c unter/-. . Sei K/*. :~{k 4 ,. .. ,K*} die von 
/* erzeugte KP in A und seien [KJ := (K*, ,Oi ,S; #T-, ,ci ) , i=1 , . . . ,n,die zuge- 
hörigen a.SNP. c ,K| 

a) Sei ReR(A). Setze R a Kyu :« { R A k* | i=1,...,n ; R n K-,* 0 } . 

Dann ist R * K/- ■ { R 4 ,. . . ,R*} mit Rjfc R([Ky] ) j=1,...,r, d.h. die echt 
trennende Menge zerfällt in solche in den von /c induzierten a.SNP, welche 
mit R einen nicht leeren Schnitt haben. 

b) Sei R = { x 0 , . . . ,x*} .Setze Ra := { x**, . . . ,x c u ] . Dies ist eine echt trennende 

Menge im Bildbeteich! / ^ 

c) Sei R€ r(b 6 ‘ ) . Die zugehörige Menge aller echt trennenden Mengen in A, die 
Urbild von R sind, erhält man, indem man beliebige echt trennende Mengen 
aus den Urbildklassen von R vereinigt! 



f b,c sind spezielle Eigenschaften von r.CH. ffc der die Klasse 1 . noch die Klasse 
aller schwachen Homomorphismen haben allgemein diese Eigenschaft. Dabei heißt 
X schwach hcmcmorph, falls gilt : 

[<**»• o =* (xU»tO*] . J 

Beispiel 9 s 

zu b) h 

X schwacher Hem. /'""X 

A Xc f d \ X )/d ) B 

|a,d}eR(A) aber |a,djx-|a,d| t R(B) 
zu o 

A _ X schwacher Born. ^ — » ■ b — » - ■ -£-» B 

f al €. r(b) aber £l(a) • { al enthält nicht einmal eine echt trennende Menge 
1 J 1 J von A. 

Wir beweisen nun die Gültigkeit der Zielbedingung s 



Satz 10 : ÜBEKTRAGUNGSSATZ 

Sei B c * netzplanhcmcmorphes Bild von A c so gilt: 
6 (a c ) = 6 (b c ,) 



Beweis : 

Sei /u. der NPH; K/*={k 4 ,...,K h J, o.B.d.A. wcKjs^wyu. * wj , 
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a) Sei R 0 Minimalschnitt "sin A c , R # n { R 4 , . . . ,R r } ; Rj <= R( ^Kij ] ) . ==> 

6 (Ac) = d(R„) = 2 ^ &([Kij] c ) ^ Z C ' (W5j * = d( V^" 5 (B c° 

b) Sei RÖ = { w,,' , .. . ,wj } Minlmalschnltt in B e - . jZ* (wj ) = Ky . Sei Rj Mlnimal- 

scfrnitt in R([Kij]) und R. = U 4 Rj, R 0 sR(A) wegen 6c. = ■> 

f> (B c .) = d(Ri) = jj c'(Wj') ^ 2 & <[ K;j j ) = V d(Rj) = d(Ro) ^ £ (A ) . 

j *« j*4 <** 4 

Damit ist eine Iösung des zu Anfang formulierten Problems gefunden. In geeigne- 
ten Fällen kann man damit die Maximalkapazität eines fNP bestürmen, indem man 
dies in einem hononorphen Bild und in den dadurch induzierten a.&®> tut. Es ist 
darüberhinaus noch eine Lokalitätsangabe möglich. 

a) in reduzierter Vfeise läßt sich die Menge der echt trennenden Mengen mit Mi- 
nimalkapazität (Minimalschnitte) gemäß 6c. finden, indem man für Minimal- 
schnitte aus B c * beliebige Minimalschnitte der zugehörigen Urbildklassen 
vereinigt. 

b) Man erhält alle Maximalflüsse (elementwise) , indem man für alle Maximal- 
flüsse in B c * in den zugehörigen Urbildklassen einen Fluß in der Höhe des 
tatsächlichen Flusses des Bildelementes elementweise realisiert. 

Es stellt sich nun die Frage nach den durch NPH tatsächlich gegebenen Reduk- 
tionsmöglichkeiten eines iNP. Dies sind höchstens die der zugrundeliegenden 
Qrdnund durch r.CH. Daß sie tatsächlich gleich diesen sind und auch die Aus- 
sagen über Primketten (vgl. [1]) für Netzplanhcmxnorphismen zutreffen, zeigt 
der folgende 



Satz 11 : Satz über INDUZIERTE HCMCMORPHISMEN für NPH 

Sei A c - (A,0,c) ein Flußnetzplan. Seien K,G mit K "feiner" G zwei KP vonA. 
Sei (vgl. Def. 4) B c « := A c ^ und D c « := Ayfe . Dann gilt: 

D c „ ist netzplanhcmcmorphes Bild von B c * . 



Beweis : 

Nach dem Satz über induzierte Hcxtororphismen für r.CH. existiert jedenfalls ein 
reduzierender Ordnungdicmcitorphismus von B auf D. Es bleibt also nur zu zeigen, 
daß die stufenweise Minimunbildung über autonome Stabordnungen zun gleichen Er- 
gebnis führt, wie die direkte. Dies ist aber nur die Anwendung des Übertragungs- 
satzes für jedes Element der Ordnung D. 

Eine wesentliche Folgerung dieses Resultates ist die Gültigkeit des Ketten- 
satzes beim totalen Abbau eines Flußnetzplanes in elementaren Schritten 
TvgiTplJ). 

Aus [1] wissen wir, daß die ReduktionsnöglicWceiten einer Ordnung durch r.CH 
beschränkt sind. Insbesondere bestehen in dem Fall, daß A eine Primordnung 
(vgl. [1] ) ist, nur die trivialen Reduktionsmöglichkeiten. 
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Es stellt sich daher unmittelbar die Frage, ob es unter 1 . ,2. ,3, "bessere" Re- 
duktionsmöglichkeiten gibt, bzw. die Frage nach der Eindeutigkeit des gefunde- 
nen NPH. Diese zeigt nun der folgende Satz: 



Satz 12: 



UMKEHRSATZ 



y ist NetzplanhancxrorpMsims 



V = fr,£) erfüllt 1. 2. 3. = 

Beweis : 

Sei B c i ® (Ä,0‘ ,c* ) das Bild von A c = (A,0,c) , für alle c. Sei , .. . ,K n } / 

[K-,] c := (K-, ,Oj K| .,Si ,Ti ,C| H .) seien die zugehörigen autonomen Subnetzpläne und 
es gelte ohne Beschränkung der Allgemeinheit w e K-, => w/u = w* 

Ia) zeige für beliebiges i : c |yuT(V) 5 0 sssss= > e' ( W J) = 0 

Man überlegt sich zunächst (unter Ausnutzung des Satzes von Ford und Fulker- 
son; für 5NP) die Richtigkeit von: ^ Q W6 suk* 

es gibt ein ScR(A) mit S^K; 4= 0. Setze c(w) := 



S(Ac) = d(S) = 0 



3 . 



•<5(Bc.) = o 



4 : 



sonst 



=»es gibt S*eR(B c *) mit d^iS ) « 0 

Annahme : c' (w / ) > 0 = = = > wj £ s' . Setze dann 



c^(w) := 



z. 



C,(w‘ ) = c' (w') , W * w,' 



f c(w) w|K; 

1 w«-Ki 

£ (A c< ) ^ 1 aber 0 ^ S (B t J) ^ d^ (s' ) = d t > (s' ) =0 Wid. zu 3. 

Ib) zeige für beliebiges i : £ ([K;] t ) = a - ^ c‘ (w ; ‘) ^ a 

Sei c beliebig mit 6 ([Ki] c ) = a. Setze : 

I C (w) W €• K' 

c„(w):= \ 2a w<[V(K;)u N (K,)]\*) Nachfo1 ^ 

lO sonst 1 

=#• &(A C< ) = a =' & (B c ^ ) =-> es gibt StRlB^) mit d c l (S' ) = a 



Annahme: w- t S* . Setze dann: 

c c„(w) w^K-, 2 



c a (w) := 



ci(w') = c\ (w‘ ) für w' 4= wj 



2 c*(w) weK; 

S{A Cl ) = 2a aber & (B c *) - d c ^(s‘ ) = d c l (S* ) = a Widerspruch zu 3. 



=> w/ e S' c* (wj ) £ a 



Ic) zeige für beliebiges i: £([K,] C ) = a = : , ! ■ > c* (w; ) = a 

Sei c auf K; beliebig mit <£ ((Kil c ) = a. Setze: 

c(w) weK; 

e,(w) := <> a vk(Lv(K;) v,N(K-, )]\K;) ==» <5 (A ti ) =a = 6(B C ') 

0 sonst 
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es gibt S* s RCBc^ ) mit d^ (S* ) = a und es folgt wie in b) w{ € S* . 

Annahme : c j (wj ) < a 

Man (überlegt sich dann unter Ausnutzung von Ia) , daß jedenfalls c\ (wj ) #= 0 
gilt. =*. c* (wj ) =b mit 0<b* a. 

==> Es gibt Wi f e S' mit c* (w t J ) « p mit 0< p£ a-b 

Wegen Ia) ist dann jedenfalls K l<4 n [V(Ki ) uN(K-, )] 4 s 0. Setze mm s 



C 2 (w) '• — 




0< a - p< a Widerspruch zu 3. 



Also ist (unabhängig von der Art der Ordnungsreduktion) die Bewertung des Bil- 
des notwendig der Maximalfluß der zugehörigen Urbildklasse. (Dazu reicht also 
schon die Lokalitätsforderung 2. und die Zielbedinqung 3.) 



II Zeige: { [(x,y) tO* x^. + y^] <=> «■ 0'v>} 



Ila) Zeige: WeW(A) - > W^e W(B) 

(hierbei bezeichnet W(A) die Menge aller Wege von minimalen 
Elementen in A zu maximalen Elementen; vgl. [ 4] ) 



Ilb) 



Annahme : ^ W(B) 

i. es gibt kein W*£ W(B) mit W* c Wyu. . Setze: 

( 1 we W 

0 sonst 

= > & (Ac) = 1 aber wegen I. gilt S (B c *) * 0 Wid. 

ii. Sei c(w) wie unter i. . Wegen 3. und & (A c ) * 1 muß es ein 
geben mit c* (w* ) > 0 für w'« W* . Annahme es gibt wj* * 
W W . setze: r 1 W£ „ N - (w |) 

c, (w) := 1 

\,0 sonst 

S. i (A^) = 0 aber f> (B^ ) ^d t ;(W ') =d^(W')>0 Wid. 
Zeige: [(x,y) *. 0 * x A - (xy.,^u) e 0\iJ- 

Annahme : (xy>,^) O’niJ' ;> x^.|| vegen Bedingung 1 . 



zu 3. 

W'c Wyu. 
(also 



zu 3. 



Es existiert WeW(A) mit {x,y}cW , da (x,y)e 0v«9- . 

Vfegen { Xy», ist aber 

Widerspruch zu Ila) 
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He) zeige: Ist W • W(B) , WjeW([Kij]), W = 0 Wj =*> We W(A) 

Annahme : W(A) 



i. Es gibt kein W'e W(A) mit W'£ W. Setze: 
f 1 w*W 

C (w) S 5 ^ ==> O ([K«p c ) — 1 ! J = 1 , • • • ,r 



\^0 SCTlSt 

=> & (Ac) = 0 aber wegen I. S (B c *) = 1 



Wid. zu 3. 



ii. Es gibt ein W* fe W(A) mit W'c W =*> es gibt w*. € W\W' , W: € K» 

♦ Je Je Jo 



Setze: 



c (w) 



f ’ •• 

0 sor 



W\w; 



sonst 

<S (Ac) = 1 aber wegen I. & (B^) = 0 



&<[K%] t ) = 0 



Wid. zu 3. 



Ild) Zeige: (x'.y'UO'v* =^> [ (x,y)eO 

Annahme : Für ein Paar (x,y) sei dies nicht erfüllt. Vfegen 1 . folgt x || y. 

VShle W* €. W(B) mit { x* ,y'} CW* N (existiert, da (x* ,y') £ O'vtf") 
Wähle (x') mit x* W* , w^ey^y 1 ) mity«^. 

Dann existiert kein Weg WeW(A) mit W^ W*CW , da x JJ y . 
Widerspruch zu IIc) . 

[Beweis: Badeimacher, F.J. ] 



Satz 13 : FEDÜKTICNSSATZ 

y = (y*#f) erfüllt 1. 2. 3. < f - > /y ist Netzplanhcmomorphismus. 

Dieser Satz ergibt sich direkt aus Satz 10 und Satz 12. Der von uns definierte 

NPH ist also die einzige Lösung des zu Anfang formulierten Problems. 

Bemerkung 14 : 

a) Für anwendungsinteressierte Leser sei erwähnt, daß sich der Redüktionssatz 
auch für die Maximalkapazität echt trennender Mengen, damit nach [2] auch 
für den Minimalfluß halten läßt. So lassen sich dann im verallgemeinerten 
Fall A c , |Cj . s= (A,0,c 4 ,Cx) mit 0^ c 4 (w) ^ fl(w) ^ c x (w) Minimalfluß 
(Maximalkapazität bez. c 4 ) und Maximalfluß (Minimalkapazität bez. c 2 ) re- 
duziert berechnen. 

b) 3h verallgemeinerten Netzwerken ist die Existenz eines zulässigen Fixasses 
oft schwer zu entscheiden. Dies ist in verallgemeinerten ENP wieder redu- 
ziert über henonorphes Bild und die induzierten a.SNP möglich. 
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Bemerkung 15 : 

Wie in [4] läßt sich auch im stochastischen Fall der Redüktionssatz für die Ver- 
teilung des Maximalflusses (bzw. Minimalflusses) halten. Die Voraussetzungen 
sind auch hier: Ist A = (A,0) , /*- ein r.CH auf B? 1^- { K 4 , . . . f K r } ? 

A = { w* , . . . ,w„ } . Sei P die gemeinsame Verteilung von (c (w 4 ) , . . . ,c (w n ) ) ; dann 
soll gelten: r 

P(R*) = 1 ; P = P-, , wobei P; die Verteilung des Maximal- 

(Minimal-) flusses in [Kj] bez. ^ ist. 

Wir bringen zum Abschluß ein Beispiel: 



r 




•\r~ 







-Jk. 




I J 'y Net zplanhancrnorphi smus 

i f 




Die erste Zahl gibt jeweils die Kapazität des Elementes an. Ist eine zweite 
Zahl angegeben bzw. steht eine solche an einem Scheinvorgang, so stellt sie 
elementweise die Realisation eines Maximalflusses dar. 

Es gilt & (Ac) = 45 = <£ (B c 0 . Die Richtigkeit überprüft man an dem angegebe- 
nen Fluß und den folgenden Schnitten mit Kapazität 45, damit Minimal schnitten . 
In R(A) : { a,b,c,d,e, f } in R(B) : { H,K,L} . Dabei sind die Kapazitäten im Bild- 
bereich gerade die Maximalflüsse der jeweiligen Urbilder wie wir im veiteren 
zeigen. 
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Die Ickalitätsangabe in Anschluß an Satz 10 ist direkt nachprüfbar , sowohl für 
den elementwise angegebenen Maximalf luß , als auch für den angegebenen Minimal- 
schnitt. 

Damit ist das zu Beginn formulierte Problem vollständig gelöst. Für praktische 
Anwendungen , insbesondere für das vorteilhafte Ausgehen vom hcincitiorphen Bild 
siete £4J , ebenfalls für die dadurch gegebene günstige Situation bei Bewer- 
tungsänderung einzelner Elemente. Besonders zu erwähnen ist noch die große Ar- 
beitserspamis bei der Formulierung und dem Aufbau eines Flußnetzplanes und die 
wesentlich geringere Kapazität der benötigten Datenverarbeitungsanlage. 
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Zur Integration der netzplanabhängigen Kostenanalyse 
(PERT/COST) mit dem betrieblichen Rechnungswesen 

M. Saynisch, München 



Zusammenfassung 

First the basic principles of network based project cost analysis will bei dis- 
cussed. Its relevance to cost accounting will be shown and the interface areas 
defined. In particular the requirements made of the cost accounting system in 
the case of integration will be defined. Furthermore it will be explained that 
the network based cost analysis does not replace cost accounting but enhances 
it in certain areas. The situation is illustrated by a practical example. 

1. ) Einleitung 

Dar llifang und die Koaplaxität Heutiger Projekte erfordern die Integration der Zeit- und Kostenfaktoren. Die 
hierzu notwendige integrierte Zeit- und Kostenanalyse ist eit der Netzplantechnik (NPT) praktisch realisierbar 
geworden. Die Projektkostenanalyse ist ie Konzept in den USA entwickelt worden und baut daher auf der dort üb- 
lichen Kostenrechnung auf. Daher kann das in den USA entwickelte Konzept der Projektkostenanalyse nicht ohne 
weiteres ubernoaeen werden. Das Konzept ist so abzuwandeln bzw. zu ergänzen, daß es ait den hier angewandten 
Kostenrechnungssysteaen verträglich ist. Die Projektkostenanalyse ersetzt nicht das betriebliche Rechnungswesen, 
sondern ergänzt es in bestiaaten Bereichen, Die Projektkostenanalyse ist für Projekte konzipiert. Daher kann sie 
nicht bei dea Ablaufprozess einer Serien- oder Massenfertigung angewandt werden, sondern ist der langfristigen 
Einzelfertigung (z.B. F.u.E.) zuzuordnen. 

2. ) Die netzplanabhängige Projektkostenanalyse 

Die Kostenberechnung gliedert sich in die Angabe der direkten Kosten in Form 
des Mengenansatzes bzw. Einstandspreises oder Verrechnungspreises und in der 
Bewertung mit den Kosten- bzw. Verrechnungssätzen des betrieblichen Rechnungs- 
wesens. Diese Faktoren (Kostensätze bzw. Zuschläge) ergeben sich aus dem Be- 
triebsabrechnungsbogen (BAB). Der Mengenansatz wird aufgegliedert nach den 
Arbeitspaketen des Projekt- Struktur- Planes (PSP), - evtl, bis auf Vorgänge des 
Netzplanes - (Kostenträgerdetaillierung), auf Kostenarten der direkten Kosten so- 
wie auf Zeiteinheiten (wenn keine Aufteilung auf Vorgänge im Netzplan). Die 
Faktoren dagegen sind meist nur auf Kostenarten aufgegliedert, evtl, auf Zeitein- 
heiten. Bei der Ermittlung der SOLL- Kosten ist es empfehlenswert, die direkten 
Kosten bis auf Vorgänge des Netzplanes aufzuschlüsseln, um Auswirkungen von 
Terminverschiebungen auf den Kostenverlauf analysieren zu können. Die IST- 
Kosten werden von der Betriebsabrechnung übernommen, wobei hier nur bis auf 
Arbeitspakete aufgeschlüsselt werden sollte. Die Projektkostenanalyse richtet 
sich schwerpunktmäßig auf die Zukunft aus (Prognose) - den Zeitraum, in dem 
noch Managemententscheidungen wirksam werden können - als daß sie detaillierte 
Vergangenheitsanalysen ermögl icht. 
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3.) Die Nahtstellen und Integration mit dem Rechnungswesen 

In d*r Intigritionsfom dtr Finanzbuchhaltuna nit dir Batritbsabrtchnunq ist das Zwaikrtissvstii zu Mpfthltn, Di« 
Betriebsabrechnung (Kostenarten, -stellen, -träger) selbst ist in ihrer norialen Fort beizubehalten. Nur bei der 
Kostentragerrechnunq ist auf Unterkostenträger (Arbeitspakete) aufzuschlösseln. Bei Kalkulationsverfahren nach de« 
Zeitpunkt besitzt die Zvischenkalkulation besondere Relevanz, Die Vorkalkulation dient vornehmlich zur Ermittlung 
von Preisen für Angebote. Bein Kalkulationsverfahren nach der Rechentechnik koset für die Projektkostenrechnung nur 
die Zuschlaqsrachnunq in Frage. Die Projektkostenanalyse stellt innerhalb der Kostenrechnungssysteie in ihres SQLL- 
bzv. Plan-Bereich eine Budqetkostenrechnunq. in ihres IST-Bareich eine Istkostenrechnunq dar. In der Regel ist sie 
aine Vollkostenrechnunq. jedoch kann auch bei Fest- bzv, Marktpreisen für ein Projekt/Produkt eine Teilkostenrech- 
nung angesetzt verden. 



An die Betriebsabrechnung werden bei der Integration folgende Anforderungen 
gestellt: 

- Aufschlüsselung der Einzelkosten (direkte Kosten) auf Unterkostenträger 
(Arbeitspakete) bei IST-Kosten, 

- Durchführung einer Zwischenkalkulation bei den IST- Kostenrechnungen , 

- Dispositiv festgelegte Planzuschlagssätze im SOLL-Bereich der Projekt kosten - 
analyse (Vor- und Zwischenkalkulation), 

- Ein Zwei kreissy stem bei der Integration der Finanzbuchhaltung mit der Be- 
triebsabrechnung wird empfohlen, 

- Bei Einzelkostenart "Personal kosten 11 Aufschlüsselung auf Kostenstellen zum 
Zwecke der Personal aus lastungsanalyse, 

- Vol I kostenrechnung wird in der Regel empfohlen. 

Die Analyse der Anforderungen ergibt, daß eine Integration der Betriebsabrech- 
nung mit der Projektkostenanalyse mit vertretbarem Aufwand durchzuführen ist. 

4.) Fallbeispiel: Integration der Betriebsabrechnung mit der Projektkostenana- 
lyse bei M.A.N-Neue Technologie 

Die EDV-unterstützte Projektkostenanalyse wird mit Hilfe des PMS-I V-Pro-^ 
gramms der IBM durchgeführt. Eine manuelle Analyse mit gröberer Detaillie- 
rung ist ebenfalls möglich. Das Rechnungswesen der M.A.N in seinem ursprüng- 
lichem Zustand konnte die Forderung der Projekt kostenanal yse nicht erfüllen. Es 
wurde daher für die Kostenträger rechnung ein neues Programmsystem (KVP) ent- 
wickelt, daß wiederum mit den bestehenden kaufmännischen Programmen gekop- 
pelt ist. Für die Übernahme der IST-Kosten aus der Betriebsabrechnung für das 
PMS-I V- Programm wurde ein Übernahme- Programm (EPMS) entwickelt. Die 
IST-Kosten werden bis auf Arbeitspakete aufgegliedert, während die SOLL-Kosten 
bis auf Vorgänge im Netzplan aufgeschlüsselt werden können. Die Zeitplanung & 
Kontrolle, die SOLL- Projekt kostenanal yse sowie die Konsequenzanalyse wird von 
der Projektplanung durchgeführt, die näher dem Projekt -Management zugeordnet 
ist. Diese Situation ermöglicht eine Zeit/Kosten/Technik integrierte Projektsteue- 
rung. Die IST-Kosten (KVP -Programm) sowie Zuschlagssätze für SOLL-Kosten 
werden vor der Betriebsabrechnung ermittelt und an die Projektplanung gegeben. 
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Planung und Überwachung des Ablaufes für ein 

Pumpspeicherwerk 

A. Schub, München 



Zur Abdeckung elektrischer Spitzenenergie werden in Deutschland seit etwas 
mehr als einem Jahrzehnt in größerer Anzahl Pumpspeicherwerke errichtet. 
Derartige Anlagen bestehen allgemein aus Krafthaus, Oberbecken, Unterbek- 
ken, Druckstollen, Kontrollgang und Schaltanlage. Im speziellen Fall müssen 
außerdem Zusatzbauwerke für Wasserhaushalt, Verkehr und Erschließung des 
Gebietes mit erstellt werden. Dabei sind zur Planung, Bauvorbereitung und 
Bauausführung eine Vielzahl von Beteiligten heranzuziehen bzw. unter Vertrag 
zu nehmen. 

Erfahrungen beim Bau dieser komplexen Anlagen lassen erkennen, daß neben 
der Netzplantechnik auch die bisher verwendeten Organisationsmethoden zur 
Planung und Überwachung in sinnvoller Kombination eingesetzt werden müssen. 
Ziel ist dabei die Lieferung von Informationen über Zeitbedarf, Einsatzmittel, 
Massen und Kosten um eine termingerechte Inbetriebnahme zu gewährleisten. 

Es liegt auf der Hand, daß in den verschiedenen Phasen die ein solches Baupro- 
jekt durchläuft, Informationen mit unterschiedlichem Gehalt benötigt werden. 
Zweckmäßiger weise ist die Informations ge winnung in verschiedenen Ebenen zu 
betreiben. So muß beispielsweise die Ablaufplanung und Ablaufüberwachung in: 
Generalablauf, Planungsablauf, Grobablauf der Ausführung und Detailablauf der 
Ausführung gegliedert werden. 

Der für das vorgestellte Beispiel erforderliche Informat ionsgehalt wurde durch 
folgendes Organisationsschema über Planungsumfang, Planungsinstrumente, 
Planungsaufgaben, Aktualisierungsergebnisse und Aktualisierungsabstände ge- 
währleistet. 
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Praktische Mehrprojektplanung mit 80 Projekten 
E. von Wasielewski, München 



Agfa-Gevaert AG Munich are employing a fully 
computerised system of multiproject network 
scheduling and control in the development of 
new products. The network system is broken 
down by six organisational levels. A simple 
resource calculation is being applied at 
present. Networks are updated by the issue 
of monthly lists to be revised by user de- 
partments. Milestone reports are submitted 
to management. At the moment the system 
covers about 80 projects. 



Von 1970 bis 1973 wurde im Ressort Phototechnik der Agfa- 
Gevaert AG ein System der netzplantechnischen Mehrprojektpla- 
nung entwickelt und eingeführt. Mit diesem Planungssystem 
werden die Entwicklung und Produktionsaufnahme der neuen Pro- 
dukte des Ressorts terminlich geplant und überwacht. 

Die Planung und Überwachung wird durchgeführt von einer Stabs 
stelle Terminplanung, die dem Direktionsbereich angehört, 
nicht aber dem Projektmanagement der einzelnen Produkte. Der 
Grund dafür ist, daß das Projektmanagement der einzelnen Pro- 
jekte in seiner Terminplanung hier nicht frei ist. Jedes die- 
ser Projekte - neuen Produkte - muß stark im Zusammenhang mit 
anderen Projekten - neuen Produkten - gesehen werden. Diese 
Stabsstelle lehnt sich deshalb mehr an den Begriff des in 
amerikanischen Unternehmen anzutreffenden Timing-Managers an 
als an den Begriff des Projektmanagements. Mit Anlauf der 
Produktion geht die Aufgabe der Zeitplanung und Überwachung 
von der Abt. Terminplanung oder "Timingstelle" an die Ferti- 
gungssteuerung über, das Timing erlischt. 

Grundlage des Planungssystems sind 6 Planebenen, die für jede 
Planungsaufgabe ein passendes Arbeitsmittel liefern. Das 
System besteht im wesentlichen aus drei Komponenten: 

Detaillierten Netzplänen 

Kapazitätsplanung 

Termin-I nformat ionssystem 

Es gibt drei Kategorien von Projekten, auf die die drei Haupt 
komponenten des Planungssystems in unterschiedlichem Umfang 
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angewendet werden. Alle Netzpläne sind Vorgangsknotennetze und 
fast beliebig miteinander verknüpfbar. Die Kapazitätsplanung 
wird jeweils für fünf große Projektabschnitte und etwa 30 Ab- 
teilungen durchgeführt und ergibt die Gegenüberstellung von 
Personalbestand und Personalbedarf, vorläufig ohne Unterschei- 
dung von Personal-Qualifikationsstufen. Alle Projekte können 
damit grob auf die vorhandene Personalkapazität ab gestimmt wer- 
den . 

Jeden Monat wird jede beteiligte Stelle durch eine eigene EDV- 
Terminliste über ihre Solltermine der nächsten 6 Monate infor- 
miert. Eine Kopie der Liste wird mit etwaigen Terminberichti- 
gungen an die Stabsstelle Terminplanung zurückgesandt und von 
dieser ausgewertet. Damit ergibt sich ein regelmäßiger Informa- 
tionskreislauf . 

Zusätzlich werden die Termine wichtiger Schlüsselvorgänge mehre- 
ren größeren Empfängerkreisen mitgeteilt. Dafür wurde eine 
Klassifizierung nach Sachgebieten, Bedeutung und Reichweite 
der Termine vorgenommen. Anhand von Meilensteinen wird ein 
standardisierter Soll-Ist-Vergleich durchgeführt. 

Für den EDV-Betrieb des Systems werden SINETIK-Standardpro- 
gramme der Firma Siemens verwendet. Die Speicherung der Daten 
erfolgt auf Magnetbändern, von denen je 10 Stück eine sogenann- 
te Projektbibliothek bilden, in der die Daten von bis zu 28 
Projekten gespeichert sind. Dabei sind auch eine zukünftige 
Kostenplanung und Kapazitätsoptimierung berücksichtigt. Das 
Planungssystem erlaubt bis zu 10 Bibliotheken mit insgesamt 
200 Projekten. Jede Projektbibliothek existiert zweimal: ein- 
mal zur Verwaltung und Wartung der verbindlichen Solltermine, 
einmal zum Experimentieren mit unverbindlichen Terminannahmen 
(Versuchsfeld der Terminplanung) . 

Der bisherige Entwicklungsaufwand des Systems liegt bei schät- 
zungsweise 3 Mannjahren. Die Kosten der Mehrprojektplanung sind 
derzeit etwa 0,7 % des Auftragswertes der Projekte für KN-Netz- 
pläne, wesentlich weniger für die (grobe) Kapazitätsplanung und 
die Terminübersichten. Etwa zwei Drittel sind Personal- und 
Sachkosten, ein Drittel EDV -Kosten. EDV-Läufe finden etwa je- 
den zweiten Tag statt. Die Mehrprojektplanung wurde bei ständi- 
ger, zunehmender Anwendung als "wachsendes System" entwickelt. 




Anwendungen der Statistik und Spieltheorie 
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OR-ModeUe sozio-demographischer Prozesse 

(Obersichtsvortrag) 

G. Feichtinger, Wien 



Abstract : Population mathematics is concerned with formal demogra- 
phic model building. Herein some optimization theory has been 
included recently. Some models in population dynamics provide 
an useful approach to manpower planning. The purpose of the 
following paper is to present flow models of hierarchical struc- 
tures and to discuss ideas on demographic optimization, e.g. the 
sequential decision process of a couple living in sexual union 
and using contraception. A typical question of the first issue 
is the following: In what degree promotion within graded organi- 
sations depends on the growth of these organisations? 

Die Bevölkerungsmathematik ist die Lehre vom formalen demogra- 
phischen Modellbau und beschäftigt sich mit bevölkerungswissen- 
schaftlichen Fragestellungen, welche mittels verbaler Analysen nur 
schwer oder sogar falsch beantwortet werden können. In den letzten 
Jahren hat man einerseits versucht, Optimierungsgesichtspunkte in 
demographische Modelle einzubeziehen; andererseits haben bevölke- 
rungsmathematische Überlegungen Anwendungen und Verallgemeinerun- 
gen im manpower planning erfahren; 

Die Aufgabe des Vortrages besteht in der Diskussion ausgewählter 
demographischer Optimierungsmodelle sowie in der exemplarischen 
Präsentation einiger Flußmodelle für hierarchische Strukturen. Als 
Beispiel für den zuerst genannten Problemkreis seien optimale Fa- 
milienplanungsentscheide eines Paares genannt, Kontrazeptiva zu be- 
nützen. Eine andere typische Fragestellung ist jene nach der Ab- 
hängigkeit der Aufstiegschancen in einer hierarchisch gegliederten 
Organisation vom Wachstum bzw. der Schrumpfung derselben. Verän- 
dertes Wachstum von Organisationen (z.B. Schulsystemen, Armeen, Un- 
ternehmungen) verlangt eine Abänderung von Rekrut ierungs- und Be- 
Xörderungspolitiken , wenn es nicht zu strukturellen Verzerrungen 
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kommen soll (z.B. Kopflastigkeit von Organisationen). Es zeigt 
sich, daß beim Übergang von der Expansion zur Stationarität die 
Aussichten des Individums auf Beförderung geringer werden. 

1. Hierarchische Organisationen 

Unter einer Organisation wollen wir eine Gruppe von Personen 
verstehen, welche unter gemeinsamen Gesichtspunkten zusammenge- 
faßt an der Erreichung einheitlicher Zielsetzungen arbeiten. Für 
viele Zwecke genügt es nicht, eine Organisation als homogene Ein- 
heit zu behandeln. Vielmehr wird es notwendig sein, die Organisa- 
tion in Klassen zu unterteilen und zwar aufgrund eines oder meh- 
rerer relevanter Merkmale der Organisationsmitglieder, wie Lebens- 
alter, Dienstalter, Gehalt, Standort u. dgl.*^. Innerhalb dieser 
Klassen kann nun eine natürliche Ordnung bestehen, gemäß welcher 
Personen das System normalerweise durchfließen; etwa bei Dienst- 
altersklassen. Derartig angeordnete Klassen nennen wir Grade oder 
Hänge » während die Organisation hierarchisch heißen soll. Der Zu- 
stand der Organisation kann festgelegt werden durch die Bestands- 
zahlen in den verschiedenen Graden. Da man sich meist für die zeit- 
liche Entwicklung einer Organisation interessiert, hat man den 
Fluß von Personen durch die Klassen der hierarchischen Struktur zu 
untersuchen. Man betrachtet also nicht nur den Fluß zwischen Um- 
welt und Organisation ‘( Rekrut ierung ‘ b zw . Input sowie Ausstoß bzw. 
Output ) , sondern auch die aufgrund der Struktur möglichen Über- 
gänge zwischen den Schichten des Systems ( Promotionen „ Demotionen . 
allgem. : Transitionen) . 

Beispiele für hierarchische Organisationen sind Erziehungssyste- 
me, militärische Systeme und Firmen. Aufgabe des Manpower Planning 
ist die Vorausschätzung von zukünftiger Nachfrage und Angebot an 
für bestimmte Aufgaben qualifizierte Personen mit dem Ziel ein 
Gleichgewicht herzustellen und damit zum bestmöglichen Einsatz 
menschlicher Ressourcen zu führen. Für Firmen oder Schulsysteme 
sind Probleme der Rekrutierung, des Ausscheidens und des Aufstiegs 
innerhalb der Organisation und der Beziehungen zur Systemumgebung 
von Relevanz. Zur Vorhersage der Auswirkungen von Rekrut ierungs - 

1) Die Klassen entsprechen dann den Merkmalsausprägungen 
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und Promotionspolitiken ist die Konstruktion mathematischer Modelle 
unerläßlich. Ihre Aufgabe besteht im Studium des Geflechts Rekru- 
tierung- Promotion und Ausscheiden (Transition)- Struktur (System- 
zustand)- Wachstum der Organisation. Neben der erwähnten Deskrip- 
tions- und Vorhersage- Punktion, welche die Folgen einer gegebenen 
Rekrut ierungs- und Beförderungspolitik abschätzt, ist die Entschei- 
dungs- oder Kont r o 1 1 funkt ion formaler Manpower- Modelle von Rele- 
vanz (Welche Politik soll eine Organisation wählen, um ein vorge- 
gebenes Ziel zu erreichen?) 

Der Grund, warum wir hierarchische Organisationen in diesem Zu- 
sammenhang behandeln, ist ein enger formaler Konnex zwischen Man- 
power- Systemen und bevölkerungsmathematischen Modellen . Läßt man 
die Rekrutierungen den Geburten und das Ausscheiden dem Todesrisi- 
ko entsprechen, dann kann der Aufstieg in einer Firma in Verwandt- 
schaft etwa mit dem Fluß von Personen durch die Familienstandsglie- 
derung bzw. durch die Ausprägungen der Erwerbstätigkeit beschrieben 
werden. Auf diese Analogie wurde zwar gegegentlich hingewi^sen - 
so bei BARTHOLOMEW (1971) und jüngst auch bei POLLARD (1973) - sie 
ist m. E. jedoch noch längst nicht hinreichend ausgenützt worden. 

Da die Bevölkerungsmathematik über eine Reihe etablierter und 
fruchtbarer Modelle verfügt, so scheinen Anwendungsmöglichkeiten 
im Manpower Planning nützlich und aussichtsreich zu sein. So ver- 
fügt die Populat ionsdynamik in der Theorie stabiler Bevölkerungen 
(in der kontinuierlichen Integralgleichungsversion und in der dis- 
kreten Form eines hierarchischen Modells) über wirkungsvolle demo- 
graphische Werkzeuge*^ . In der Folge soll über einige populations- 
dynamische Anwendungsmöglichkeiten auf hierarchische Organisatio- 
nen berichtet werden. 

1.1. Über die Abhängigkeit der Aufstiegschancen in Organisationen 
von deren Wachstum 

1.1.1. Promotionsalter und Zuwachsrate in stabil wachsenden 
Organisationen 

Wir legen eine kontinuierliche Zeitskala t und eine ebensolche 
Altersvariable 0<x<ia zugrunde. Es sei c (x,t ) die Dichte der Al- 



1) Vgl. dazu etwa KEYFITZ (1968), FEICHTINGER (1971) und POLLARD 





